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基于双重非线性的混凝土坝极限承载力研究 

姜亚洲 1，*任青文 1，吴  晶 2，杜小凯 3 
(1. 河海大学力学与材料学院，南京 210098；2. 上海友为工程设计有限公司，上海 200333；3. 中国水电工程顾问集团公司，北京 100011) 

摘  要：混凝土坝接近破坏时混凝土材料进入塑性状态发生有限变形，研究几何非线性和包含应变软化的材料非

线性对其极限承载能力的影响具有实际意义。该文的研究中本构律考虑材料非线性的应变软化，协调律考虑几何

非线性，平衡律涉及几何非线性，采用超载法分析混凝土坝的极限承载能力，选取弧长法计算混凝土坝上游水压

荷载位移曲线极值点以及下降段，给出双重非线性即包含应变软化的材料非线性和几何非线性对重力坝系统整体

极限承载能力的影响。 
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STUDY ON THE MAXIMUM BEARING CAPACITY OF CONCRETE DAM 
BASED ON DOUBLE NONLINEARITY 

JIANG Ya-zhou1 , *REN Qing-wen1 , WU Jing2 , DU Xiao-kai3 
(1. Department of Mechanics and Materials, Hohai University, Nanjing 210098, China;  

2. Youwei Engineering Consulting Limited Company, Shanghai 200333, China; 

3. China Hydropower Engineering Consulting Group Corporation, Beijing 100011, China) 

Abstract:  The finite deformation and plasticity will occur when a concrete dam is close to failure. It is very 
important to study the effect of geometric nonlinearity and material nonlinearity including strain softening on 
maximum bearing capacity. In this paper, material constitutive relation with strain softening, nonlinear geometry 
equations and equilibrium differential equations considering geometric nonlinearity are presented. The maximum 
bearing capacity of a concrete dam is obtained by the over-loading method and Arc-length method used to 
calculate the peak point and falling branch of the load-displacement curve, then the effect of double nonlinearity, 
including geometric and material nonlinearity considering strain softening, on the maximum bearing capacity are 
discussed.  
Key words:  concrete dams; maximum bearing capacity; finite deformation; double nonlinearity; geometric 

nonlinearity; strain softening  
 

1  研究背景 

关于混凝土坝非线性的已有研究通常是基于

小变形的假设[1―4]，而基于有限变形的非线性研究

尚未广泛开展。已有的研究中，主要考虑理想弹塑

性或弹脆性材料的非线性对局部应力和整体稳定

性的影响，很少考虑应变软化对混凝土坝极限承载

能力的影响。此外，混凝土坝接近破坏时变形有较

大发展，出现有限变形，几何非线性对大坝极限承

载能力影响的研究也基本上没有进行。本文从弹塑
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性力学的 3 个基本方程(本构律、协调律和平衡律)
出发，分析几何非线性和包含应变软化的材料非线

性对 3个基本方程影响，并用数值试验研究了基于
有限变形并考虑应变软化的双重非线性对混凝土

坝极限承载能力的影响。 

2  非线性力学理论 

混凝土坝在设计工况下的变形一般属于小变

形问题，而研究混凝土坝破坏时的极限承载力则可

能涉及有限变形。研究表明，混凝土单轴压缩应  
力-应变曲线的峰值点应变 cε 在 0.002附近[5]，高强

度混凝土的应力-应变曲线下降段显得更脆，应力下
降更为剧烈。混凝土单轴拉伸应力的应变曲线峰值

点应变 tε 则在 2×10−4左右，考虑应变软化，最终破

坏应变可以达到 1×10−3[6]附近(图 1)。因此，混凝土
坝的破坏研究需要考虑几何非线性。 

 
图 1  混凝土单轴拉伸应力-应变曲线[6] 

Fig.1  Uniaxial tensile stress-strain curve of concrete 

2.1  协调律 
对于几何非线性问题，考察体的变形量与结构

尺寸相比不能被忽略，反映应变-位移关系的几何微
分方程出现位移梯度的乘积项或平方项，即反映应

变和位移关系的几何方程不再是线性方程[7]，舍去

三次项等高次项，协调律可表示为： 
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其中： iu 为定义于初始参考态 Lagrange坐标描述的
位移分量； ijE 为相应的 Green应变； , ,( ) / 2i j j iu u+

是常规小变形的线性项； , , / 2k i k ju u 是有限变形引

起的几何非线性项；下标 i, j, k=1,2,3；Ω 为考察体；
uS 为考察体位移边界。 

2.2  平衡律 
考察体的有限变形造成了结构变形后的位移

与变形前的位移存在较大的偏差，使得基于变形后

位移建立的平衡微分方程中出现了应力与位移梯

度的乘积项。此时平衡律可表示为[7―8]： 
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式中： iu 、 klσ 分别为 Lagrange 坐标描述的位移和

Kirchhoff 应力张量； ip 和 iT 分别是以变形前构形
的单位体积和单位面积定义的体积力和面力强度。 
2.3  本构律 

本构律中包含应变软化，考虑到坝体混凝土开

裂后能够受压而不能受拉的特点，本文采用

Lubliner J[9]和 Lee J[10]提出的塑性损伤模型来模拟

水位升降荷载作用下混凝土材料的响应。 
2.3.1  屈服函数 
以 F表示应变屈服函数[11]，表达式为： 
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式中： 0 0 0( ) / (2 ) (0.08 ~ 0.12)b c bα σ σ σ σ= − − = ；

( ) ( )(1 ) / ( ) (1 )pl pl pl
c c t tβ ε σ ε α σ ε α= − − +% % % ； p为有

效静水压力；q为等效应力；σ 为有效应力； maxσ̂
是σ 特征值中的最大值； tσ 为拉伸屈服应力； cσ 为
受压屈服应力；α和γ 是材料参数； 0bσ 、 0cσ 分别

为双轴、单轴受压屈服应力； plε% 为等效塑性应变；
下标 t表示受拉状态；下标 c表示受压状态。仅当
三轴都为受压状态时，系数γ 才起作用，对混凝土
等准脆性材料， 3γ = 。受压受拉屈服面在偏平面上

的投影[12]见图 2。 

 
图 2  屈服面和塑性势函数 

Fig.2  Yield surface and plastic potential function 

2.3.2  流动法则 
材料非线性涉及应变软化时 Drucker-Prager 稳

定性公设不再成立，基于弱稳定准则考虑应变软

化，采用非关联流动法则，假设： 
( )pl G σ

ε λ
σ

∂
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∂
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塑性势函数采用指数型 Drucker-Prager势函数[11]： 
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2 2
0( tan ) tantG q pεσ ψ ψ= + −       (5) 

式中：ψ 是高围压 -p q上的膨胀角； 0tσ 是单轴拉

伸破坏应力；ε 是指数参数，见图 2。 
2.3.3  应力-应变关系 
应力-应变关系引入劲度衰减因子 d，Cauchy

应力与 Green应变关系表示为： 

0(1 ) : ( ) : ( )el pl el pldσ ε ε ε ε= − − = −D D   (6) 

式中： 0
elD 是材料初始未损伤弹性劲度矩阵，拉伸

压缩劲度衰减因子 d =(0~1)取决于塑性应变、温度
θ 和场变量 ( 1, 2, )if i = L 。 

应力-应变曲线如图 3所示[11]。 

 
图 3  单轴拉压应力-应变曲线 

Fig.3  Uniaxial tensile and compressive stress-strain curve 

3  非线性力学问题的有限元方法 

3.1  非线性有限元支配方程 
Lagrange坐标变化率形式虚功方程为： 

0 0 0
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σ
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式中 ivδ 是考察体内质点的虚速度分量。 

利用伽辽金有限元法，即以形函数为权函数，

则单元内应变速率与节点速度可以表示为[7]： 
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式中：U为单元节点位移分量构成的列向量；应变
速率 E& 与单元节点速度{ }U& 之间的转换系数 [ ]ijB

称为几何矩阵； , ,
1 ([ ] [ ] )
2 i j j iN N+ 为小应变条件下

的几何矩阵； , ,[ ] [ ] { }k i k jN N U 是有限变形条件下由

几何非线性产生的附加项，代入式(7)，并令单元体
力与面力
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有限变形 Lagrange描述的有限元方程： 
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式中等号右边第一项积分与小应变情况下一致，第

二项是有限变形由于几何非线性引起的附加项。写

成增量形式，即有限变形条件下 Lagrange有限元求
解方程增量形式的支配方程为： 
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式中： 0[ ]K 即为常用的小位移小应变刚度矩阵；
1[ ]K 为几何非线性引起的初应力刚度； 2[ ]K 为几何

非线性引起的初位移刚度； [ ]tQ 称为荷载刚度矩

阵。 
3.2  非线性方程求解 

有限变形考虑几何非线性与应变软化，需要解

决荷载极限点刚度矩阵奇异甚至无法进行迭代的

问题，为了得到考察体荷载-位移曲线的峰值点与下
降段，本文采用弧长法来克服这个困难。 
弧长法[11,13]基本原理是将施加的荷载也作为

一个未知量，通过同时约束荷载水平和位移向量来

达到对非线性问题得求解，它属于一种广义的位移

控制法，采用该迭代控制方法能较好地解决极值点

和下降段问题。它的基本思想是引入一个在几何上

相当于解曲线弧长的参数，通过控制弧长参数来实

现每个增量步，从物理意义上看，这相当于对位移

和荷载的综合控制，采用引入弧长因子确定荷载增

量来进行迭代，直至确定合适的荷载增量，弧长的

定义为： 
T( ) 1N N

i i il vλ ν∆ = ∆ × +           (11) 

式中： l∆ 为增加的弧长； iλ∆ 为荷载增加系数； N
iν

为位移增量与初次迭代得到的最大位移绝对值  
之比。 

4  数值模型试验 

某混凝土重力坝坝高为 95m，底宽 84.4m，基
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岩选取范围为坝踵向上游 175m，坝趾向下游 150m，
建基面向下取 322m。计算荷载为自重和上游水荷
载，坝体建基面和地基的材料参数见表 1。因坝体
与地基材料的变形模量远大于建基面变形模量，且

观测点位于建基面，为减少计算量采用线弹性模

型。建基面材料采用节 2.3 本构律中所述的损伤应
变软化模型，不同计算工况的最终破坏应变值见表

2。表 2 中最终破坏应变 0.8×10−3取值依据是图 1
所描述的实验资料，1.2×10−3 是为了验证极限承载

能力对材料参数的敏感性而取的值。工况 1、工况
4 是材料本构为理想弹塑性工况，其他工况采用了
本文第 2 节中提到的考虑损伤应变软化的本构模
型，工况 1~工况 3同时考虑了材料非线性和几何非
线性，而工况 4~工况 6仅考虑了材料非线性。 

表 1  材料参数表 
Table 1  Material parameters 

材料分区 密度 变模/GPa 泊松比 抗拉强度/MPa 抗压强度/MPa 

坝体混凝土 2400 24 0.167 / / 

建基面 2400 5 0.167 2 44 

基岩 2700 24 0.167 / / 

表 2  各计算工况建基面材料最终破坏应变参数表 
Table 2  Material parameters of the foundation plane in 

defferent conditions 

编号 E/GPa 几何非线性 应变软化 最终拉破坏应变/(×10−3) 

1 5 √ / / 
2 5 √ √ 1.2 
3 5 √ √ 0.8 
4 5 / / / 
5 5 / √ 1.2 
6 5 / √ 0.8 

注：最终破坏应变取值依据见本文图 1与第 4节，表 2中符号√表
示考虑了此因素，而符号/表示未考虑了此因素。 

图 4为重力坝剖面图，图 5为重力坝建基面地
基系统整体模型网格图。 

5  结果分析 

图6~图8是重力坝建基面取不同材料参数时坝
体整体超载的荷载 P -位移U 曲线，图 6~图 10中 0P
是指设计工况下上游坝面所受水压。 
图 6显示了材料非线性为理想弹塑性时，考虑

几何非线性与否，坝体承载能力与位移的关系曲

线。可以看出，重力坝建基面观测点位移达到 5cm
附近，几何非线性的作用开始体现，几何非线性的

考虑提高了承载能力，但极限承载能力(图 6中曲线
峰值点)两者相差不大，仅提高 0.11P0左右。图 7、    
图 8给出考虑应变软化时，坝体承载能力与位移的 

 
图 4  混凝土重力坝剖面图  /m 

Fig.4  Profile of concrete gravity dam 

 
图 5  重力坝地基系统有限元模型 

Fig.5  Finite element model of the dam-foundation system  

 
图 6  荷载位移曲线(理想弹塑性) 

Fig.6  Ideal elasto-plastic constitutive 

 
图 7  荷载位移曲线(应变软化，最终破坏应变 1.2×10−3) 

Fig.7  Strain softening (ultimate destroy strain 1.2×10−3) 
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工况 1 考虑几何非线性 
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工况 2 考虑几何非线性 
工况 5 不考虑几何非线性 

位移 U/mm 
50     100     150    200    250 

14  

13  

12  

11  

10  

9  

8  

位移 U/mm 
50    100   150    200   250 

17  

16  

15  

14  

13  

12  

11  

10  

9  

8  

 观测点 

荷
载

P/
P 0

 
荷
载

P/
P 0

 



 工    程    力    学 87 

 

 
图 8  荷载位移曲线(应变软化，最终破坏应变 0.8×10−3) 

Fig.8  Strain softening (ultimate destroy strain 0.8×10−3) 

关系曲线，可知几何非线性较大提高了系统的极限

承载能力(图 7 和图 8 中曲线峰值点)，当最终破坏
拉应变分别为 1.2×10−3和 0.8×10−3时，极限承载能

力提高的幅度为 1.35P0和 1.40P0。 
图9、图10反映了应变软化对承载能力的影响，

应变软化使系统的极限承载能力(图 9和图 10中曲 

 
图 9  荷载位移曲线(不同材料非线性，考虑几何非线性) 
Fig.9  Force-displacement curves with different nonlinear 

material constitutive and geometric nonlinearity 

 
图 10  荷载位移曲线(不同材料非线性，不考虑几何非线性) 

Fig.10  Force-displacement curves with different nonlinear 
material constitutives while without geometric nonlinearity 

线峰值点)减小。最终破坏拉应变不同，系统极限承
载能力下降的幅度亦有所区别。与理想弹塑性相

比，不考虑几何非线性时最终破坏拉应变为

1.2×10−3、0.8×10−3分别减少 3.62P0、3.86P0，占总

荷载的 22.0%、23.5%之多；考虑几何非线性时分别
减少 2.38P0、2.58P0，占总荷载的 14.4%、15.5%，
见表 3。 

表 3  几何非线性和应变软化对承载能力的影响 
Table 3  Effects of material and geometric nonlinearity on the 

load-bearing capacity 

不考虑几何非线性 考虑几何非线性 最终破坏 
应变/(×10−3) 减少荷载 减少比例/(%) 减少荷载 减少比例/(%) 

1.2 3.62P0 22.00 2.38P0 14.40 
0.8 3.86P0 23.50 2.58P0 15.50 

注：与理想非线性极限(最大)承载力比较得出的减少荷载。 

图 7、图 8 中的荷载位移曲线有所波动，初步
分析是由于最终拉破坏应变较小时，应变软化引起

迭代过程中部分单元应力剧烈调整导致整体承载

能力的波动。 

6  结论 

本文研究了建基面非线性对重力坝系统极限

承载能力的影响，得出以下结论： 
(1) 材料本构采用理想弹塑性而不包含应变软

化，会高估系统的极限承载能力，偏不安全。考虑

应变软化，残余承载能力小于极限承载能力(最大承
载能力)。不同最终破坏拉应变对系统的极限承载能
力影响亦有所差别。 

(2) 几何非线性影响系统的整体承载能力。当
本构模型是理想弹塑性时，几何非线性的影响很

小；本构模型考虑应变软化后，几何非线性将显著

影响系统的极限承载能力。 
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