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基于扩展有限元方法的界面接触算法

喻葭临，*于玉贞，张丙印，吕 禾
(清华大学水沙科学与水利水电工程国家重点实验室，北京 100084)

摘 要：该文构建了适用于扩展有限元法(XFEM)的界面接触算法，该算法具备模拟界面上粘连、滑动和分离状

态的能力。对平面摩擦问题的计算结果表明，该方法对于界面接触行为的描述能力与常规接触面单元十分接近。

对平面应变压剪试样中剪切带问题的模拟分析表明，该算法合理地反映了摩擦接触的耗散机制，从而避免了零能

耗散现象，能够较准确地描述平面应变压剪试样中的局部化变形现象。
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A CONTACT ALGORITHM BASED ON EXTENDED FINITE
ELEMENT METHOD

YU Jia-lin , *YU Yu-zhen , ZHANG Bing-yin , LU He

(State Key Laboratory of Hydroscience and Engineering, Tsinghua University, Beijing 100084, China)

Abstract: A contact algorithm based on an extended finite element method (XFEM) is established, which is

able to simulate the adhesion, slide and separation of a contact interface. The results of an example for a plane

frictional problem demonstrate that the performance on describing the contact behavior of this algorithm is almost

identical to that of a conventional interface element. The results of an example on the shear band in a plane strain

sample demonstrate that this algorithm can reflect the dissipation mechanism of a frictional contact reasonably

and therefore avoid the phenomenon of zero energy dissipation and then be able to describe the strain localization

in the plane strain sample.

Key words: contact algorithm; extended finite element method; cohesive crack model; Willner’s continuous

friction law; shear band

接触是边界条件高度非线性的复杂问题，其力

学表述中含有多个不等式约束，一般只能用数值的

方法迭代求解。扩展有限元法(XFEM)[1―5]基于单位

分解理论，通过引入富集自由度和 Heaviside 函数

在试函数空间中构造出描述不连续位移场的特定

函数，使其无需复杂的网格重构就能较好地逼近位

移不连续问题拟求的解。但此时扩展有限元法还无

力求解包含不连续位移场的非线性问题，变形体的

本构关系和非连续区域的本构关系也是必备的条

件，而后者实质是接触问题。

本文通过引入恰当的非连续区域本构关系构

建了与扩展有限元法相适应的界面接触算法。通过

算例与常规的小滑动接触面单元比较，并将其应用

于平面应变压剪试样中剪切带的模拟分析。

1 界面条件和本构关系的数学格式

控制方程的有限元格式详见文献[5]，本文仅讨

论不连续界面上的控制条件和与扩展有限元相适
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应的界面本构关系。界面上的符号规定如图 1 所示，

其中 n 为界面主法向，由人为规定；内部界面形成

之后，实际上形成相互作用的两个界面，以 n 为外

法向的界面定义为 ( , )d   t w ， t 和 w 分别为其

上的应力和位移量； ( , )d   t w 则以 n 为外法向，

其上的应力和位移量分别为 t 和 w 。

 ,
d





 t w

 n n

n

 ,
d





 t w

内部界面

图 1 内部界面的符号规定

Fig.1 Denotation of an internal interface

考虑界面应力连续条件和运动许可的位移场，

则有：

d d  

  t t (1)

,
d d  

  w u w u (2)

其中，u 表示物体的位移场。

依据扩展有限元法中不连续位移场的构造特

点，假设裂缝面上的本构关系仅与裂缝错动量相

关，本构关系式可写为：
T( ) ( )

d d
 

         t t w w t u Q D Q u (3)

式中，Q 为裂缝局部坐标系与全局坐标系的转换矩

阵，表达式为：

1 1 1

2 2 2

3 3 3

x y z

x y z

x y z

e e e

e e e

e e e

 
 

  
 
 

Q (4)

其中， ( 1,2,3; , , )Jie J i x y z  为裂缝局部坐标系基

矢 Je 在全局坐标系 x 方向、y 方向、z 方向上的分量。

D 为裂缝局部坐标系对应的裂缝面上的本构

矩阵，表达式一般为：
1 1

2 2

1 2

0

0

ss sn

ss sn

ns ns nn

k k

k k

k k k



 
 

  
 
  

D (5)

其中： 1
ssk 和 2

ssk 表示切平面内的两个独立的基矢对

应的切向刚度； nnk 表示法向刚度，而矩阵非对角

线元素则可用于反映法向应力与切向应力的耦合

作用，例如剪胀等，且通常是非对称矩阵，这使得

模型的复杂性增大。很多时候与非对角元素相关的

反映耦合特性的模型参数缺乏明确的物理意义，难

以确定，故实际应用时，大多忽略法向和切向的耦

合作用，此时 D 为主对角阵。对应二维问题可作

相应简化。

由于接触问题的单面约束特性， D 矩阵在界

面处于张剪和压剪两种状态时具有截然不同的格

式，需采用相应的模型区别对待。

2 非连续区域本构关系

2.1 张剪-粘聚裂纹模型(Cohesive Crack Model)

张剪是指裂缝面上接触点对在法向远离的同

时切向距离也有变化的状态，此时的裂缝亦称为复

合型张拉裂缝。粘聚裂纹模型假设[6―8]的物理概念

简单明确，易于编程实现，已成为此类裂缝的常用

模型，具有很好的效能比。本文在处理裂缝的张剪

状态时亦采用粘聚裂纹模型，并假定法向和切向两

个方向的作用力与相对位移的关系相互独立，具体

形式可见文献[8]，假定法向嵌入和压应力为正。

式(6)和式(7)为界面应力与错动量的表达式，式(8)

给出了张剪状态下裂缝面上 D 矩阵的形式。

I
exp , 0t

n t n n

f

f
t f w w
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 
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(6)
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(8)

其中： nt 和 st 分别为法向和切向应力； nw 和 sw 分

别为法向和切向错动量； tf 为抗拉强度， sf 为切向

抗拉强度，可与下文中的切向残余粘聚力对应； I
fG

和 II
fG 分别为法向和切向的张拉断裂能； 0sk 为剪切

滑移刚度，可与下文中的切向罚函数对应；切向滑

移阈值 0 0/s s sw f k 。

2.2 压剪-Willner 连续摩擦定律

压剪对应摩擦接触状态，是更为复杂的现象。

内部界面( , )
d


  

t w

( , )
d


  

t w
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对于摩擦接触问题，通常将静摩擦和动摩擦区别对

待，计算过程中必须借助某一变量来判断接触点对

的接触状态，进而施加或修改约束。Willner(1995)[9]

提出了基于罚函数法的一种连续的摩擦定律，在静

摩擦和滑动摩擦的过渡过程中，摩擦力被认为保持

连续。本文仅给出了界面应力与错动量的最终形

式，具体原理和推导过程可参见文献[9]。

法向压应力 nt 可由法向嵌入量 nw 用下式

计算：

, 0n n n nt k w w  (9)

切向摩擦力的计算要复杂得多[9]，一般先假定

物体处于静摩擦状态，计算用于判断的试摩擦力
tst
st ，同时引进了类似于塑性理论中屈服条件的滑动

条件，运用塑性力学中的径向返回映射以及隐式投

影法来确定真实的切向力 st ，具体格式为：
tst

tst

tst| |
s

s s s

s

t
t t

t
   (10)

其 中 ： tst in( )s s s sat w w  ； ( | |s nr t     
tst| |) /s st  ；系数 s 在力学上可理解为表征微观不平

表面刚性的参数，在数值计算中即可视为罚参数，

一般可令 0s sk  ； sw 表示切向错动量；下标 a 表

示上一时刻的值； in
saw 表示上一时刻不可恢复的切

向错动量； sr 为切向残余凝聚力；  为界面摩擦

系数。

一般地，为使模型更简单且计算更稳定，切向

模量选择割线模量，此时 D 矩阵仍为主对角阵，

可导出：

tst
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| |
s s

s
s s
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w t
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
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D (12)

塑性滑动位移 in
sw 由下式计算，该值只在迭代

收敛后才更新，无需在每一步迭代中不断更新。
tst

in in in in

tst| |
s

s sa s sa

s

t
w w w w

t
      (13)

3 接触算法流程

在 XFEM 程序中，上述接触算法和材料的本构

关系一样，都会在集成总刚和应力积分时调用，所

不同的是接触算法的积分区域在裂缝面上，材料本

构关系的积分区域则在连续的物体内。此外，上述

接触算法都是基于裂缝面局部坐标的，在集成总刚

或迭加到残差力列阵之前，需要使用坐标转换矩

阵。此时接触点对为裂缝面上相应的积分点，如

图 2。

d
s

,G Gt w 

,G Gt w 

图 2 XFEM 中裂缝面上的积分点(文献[3])

Fig.2 Quadrature points on crack interface in XFEM

(After [3])

对于每一步迭代的每一个接触点对，首先计算

更新后的嵌入量 nw 和切向错动量 sw 。如果 0nw  ，

则表明此时两面相互嵌入，程序转入压剪模式；如

果 0nw  ，则表明此时两面相互远离，程序转入张

剪模式。集成总刚时，接触算法给出裂缝面上各积

分点上的 D 矩阵；而应力积分时，给出裂缝面上

各积分点的 ( , )n st t ，以便由后续的积分算法求得附

加自由度对应的残差力。

附加自由度对应残差力的收敛则意味着裂缝

面上各点的力与裂缝面周围单元体内的应力达到

平衡。然而，对于一个固定的时步，在力平衡的迭

代过程中，裂缝面各点的接触状态可能会在粘连、

滑动和分离之间不断变化，特别是裂缝面呈现比较

尖锐的锯齿状时，会造成迭代发散，计算无法继续

进行。此时可考虑细划网格等措施避免裂缝面出现

尖锐的锯齿。当裂缝面错动较大时，XFEM 可能无

法给出合理的结果，因为它所描述的接触行为本质

上是基于点对点小滑动假设的。

4 算例及分析

4.1 纯摩擦型界面模拟

为检验上述接触算法的合理性，并与常规接触

面单元比较，考虑如图 3 所示的两个弹性变形体之

间的摩擦接触行为。图 3 中上下两个长方块相接触

构成接触界面，下长方块的底面固定，上长方块的

d

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顶面向下并向右运动一定距离，以便在接触界面上

产生摩擦接触行为。
xu

yu

图 3 摩擦型界面模拟算例

Fig.3 An example for simulating frictional interface

XFEM 使用的网格如图 4(a)所示，接触界面通

过在图 4(a)中阴影区的单元内嵌入非连续位移场来

实现。算例也采用常规接触面单元模拟，网格如

图 4(b)。其中， 0.5mxu  ， 0.1myu   ；弹性体

的力学参数为 20GPaE  ， 0.30  ；接触界面的

力学特性参数取 0.0sr  ， 0.3  。部分计算结果

如图 5、图 6，可见，XFEM 与常规接触面单元的

结果十分吻合，从而验证了此算法的合理性。

(a) XFEM (b) 常规接触面单元

图 4 计算网格

Fig.4 Mesh for analysis
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(a) XFEM (b) 常规接触面单元

图 5 整体变形和水平位移等值线图 /m

Fig.5 Contour of deformation and horizontal displacement
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(a) XFEM (b) 常规接触面单元

图 6 竖向应力y 等值线图 /MPa

Fig.6 Contour of vertical stress y

4.2 平面应变压剪试样中的剪切带模拟

Larsson 等(2000)[10]运用嵌入非连续有限元方

法(EFEM)研究了弹塑性多孔介质的局部化变形，即

剪切带问题。剪切带内外使用同样的广义 Mohr-

Coulomb 模型，而材料的应变硬化和软化特性均由

随硬化参数变化的粘聚力 c 反映。Larsson 等以此分

析研究了平面应变压剪试样中的剪切带现象，并通

过不同网格密度的算例证明了该方法相比以往的

应变局部化理论而言，避免了零能损耗现象和网格

敏感性问题，较好地描述了平面应变压剪试样中的

剪切带形态，以及由剪切带上粘聚力衰减引起的整

体软化现象。算例结构和尺寸如图 7。通过顶面位

移控制压剪过程，总压缩量 0.01m，加载步长

0.1mm 。 材 料 参 数 30GPaE  ， 0.20  ，

0 10kPac  ，摩擦角  11.5°。

0xu 

0yu 

0.01myu  

(a) 网格 I (b) 网格 II

图 7 计算模型和所用网格

Fig.7 Model and mesh for analysis

本文应用扩展有限元模拟系统，采用如图 7 所

示两种网格对此算例进行了分析。计算中未考虑重

力和围压，并将网格右上角单元设置为起裂控制单

元以便在均匀应力场中获得单一剪切带；且通过剪

切带上粘聚力的衰减来构造整体的应变软化现象，

其上实际粘聚力 c 按下式计算：
in

0 0( )exp(| |/ )s sa s sc c r w d r   (14)

其中：带上残余凝聚力 0.0sr  ； in
saw 为上一时步的

切向不可恢复变形； 0sd 是与 in
saw 同量纲的衰减速率

控制长度。

计算中，当其中的应力状态达到或超过材料的

抗剪强度时，程序会依据强度准则和相应的判据，

从起裂控制单元出发，向前搜索并记录剪切带。随

后在记录的剪切带界面上启动界面接触算法，以便

模拟其上的接触力学行为。
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图 8 给出了两种网格的荷载-位移曲线，其中横

坐标表示加载面的竖向位移。从中可见剪切带上的

软化特点也反映在整体的荷载-位移响应曲线上。这

表明界面接触算法真实反映了摩擦接触的耗散机

制，从根本上避免了零能耗散现象。
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图 8 荷载-位移曲线

Fig.8 Load-displacement curve

图 9 给出了两种网格的最终变形图。可见，由

于 XFEM 对于物体内部不连续位移场的描述相对

独立，不像 EFEM 那样仍然基于网格，因此对于剪

切带形态的描述更加直观且一致，对网格的依赖性

也较小，可以考虑剪切带上更大的错动和更复杂的

接触模型。

(a) 网格 I (b) 网格 II

图 9 网格变形图(放大 100 倍)

Fig.9 Mesh deformation (amplified 100 times)

5 结论

本文引入粘聚裂纹模型和 Willner 理论构建了

基于 XFEM 的界面接触算法，该算法具备模拟接触

界面上粘连、滑动和分离状态的能力，实现了完整

的程序建模。与常规接触面单元模拟结果进行的比

较表明，该方法对于摩擦接触行为的描述能力与常

规接触面单元十分接近。对平面应变压剪试样中剪

切带的模拟结果表明，XFEM 能够更直观地描述平

面应变压剪试样中的局部化变形现象，同时界面接

触算法合理地反映了摩擦接触的耗散机制，从而避

免了零能耗散现象，可较好地描述剪切带上抗剪能

力衰减引起的整体软化现象。此外，XFEM 具备模

拟运动的不连续位移场的能力，可将此算法用于模

拟土中剪切带扩展形成的不连续界面上的接触问

题，从而为模拟研究土中剪切带问题提供了一条新

的途径。
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