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自适应重要抽样方法的改进算法

陈向前，董  聪，闫  阳 
(清华大学土木工程学系，北京 100084) 

摘  要：失效概率的计算是结构可靠度分析的核心问题之一，发展精确高效的失效概率估计方法渐成国际学术与

工程界关注的焦点。该文提出了一种基于样本概率密度加权的采样中心确定方法，该方法兼顾了以下 2个目标：

1) 增加有效抽样中对失效概率贡献大的样本出现的概率；2) 提高有效抽样比例。通过将该方法与基于主动引导

技术的自适应抽样方法相集成，得到了一种改进的自适应重要抽样方法。理论分析与数值算例表明：该文提出的

自适应重要抽样算法具有精度高、计算量小的优点。 
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IMPROVED ADAPTIVE IMPORTANCE SAMPLING ALGORITHM  

CHEN Xiang-qian , DONG Cong , YAN Yang 
(Department of Civil Engineering, Tsinghua University, Beijing 100084, China) 

Abstract:  Structural reliability analysis requires an accurate and efficient evaluation for failure probability. A 
new scheme is proposed to identify the optimal importance sampling center, based on weighing samples by their 
probability density functions (PDF). By incorporating the scheme into the adaptive importance sampling method 
ISAG (adaptive Importance Sampling based on Active Guiding technology), an improved adaptive importance 
sampling method is proposed. The accuracy and efficiency of the proposed method is demonstrated and verified 
by two numerical experiments. 
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失效概率可采用式(1)进行计算： 

( )d
f

fP f
Ω

= ∫ X x x            (1) 

其中： n∈X R 是服从概率密度函数 ( )fX x (简写为
( )f x )的 n维基本随机变量； fΩ 表示失效域。 

式(1)通常不存在显示表达，采用随机模拟的方
式进行计算渐成热点[1―8]。 

为满足估计精度要求，直接蒙特卡罗模拟

(Direct Monte Carlo Simulation，DMCS)需要的样本
太大，各种方差缩减技术得到广泛的应用[9]。其中，

重要抽样方法是一种比较有效的方法[1―5]。 
重要抽样方法的模拟精度依赖于抽样中心的

合理选择[1]。本文提出了一种选取抽样中心的方法，

为改进重要抽样方法的模拟精度与效率提供了一

条新的途径。通过将这种抽样中心方法与基于主动

引导技术的自适应抽样方法集成，得到了一种新的

自适应重要抽样算法。 

1  抽样中心对计算误差的影响 
1.1  重要抽样法 
重要抽样的基本思想是通过修改抽样过程，用

重要抽样密度函数代替原来的抽样密度函数，使对

Pf 贡献大的抽样出现的概率增大，从而提高抽样  
效率[1]。 
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重要抽样方法可表示为： 
( )( ) ( )d [ ( ) ( )]
( )n f ff h

fP h E R
hΩ Ω= =∫

xx x x x x
xR

I I  (2) 

其中： ( )
fΩ ⋅I 为示性函数， fΩ∈x 时 ( ) 1

fΩ =xI ，

否则取 0； ( )h x 为重要抽样密度； [ ]hE ⋅ 为期望函数；
( )R x 为重要抽样权函数。 

( )( )
( )
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h

=
xx
x

              (3) 

采用 ( )h x 抽取样本，得到 Pf的无偏估计： 

1
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N
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1.2  最优抽样中心的推导 
记失效概率 Pf 的变异系数 (coefficient of 

variation, c.o.v.)为 ISδ ，则： 

lim IS ISN
Nδ ∆

→+∞
=            (5) 

式中， IS∆ 称为单位变异，与样本量 N无关，可表

示为： 

2
2
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Ω
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        (6) 

当 IS∆ 取最小值时，可获得最优采样中心。 
2 2Var [ ( ) ( )] [ ( ) ( ) ]

f fh h fR E R PΩ Ω= −x x x xI I  (7) 

令 

2
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fhs E RΩ=x x xI ；
2

0
( )( ) d
( )f

fs
hΩ

= ∫
xx x
x

(8) 

其中， 0x 是重要抽样密度函数 ( )h x 的抽样中心。 

考虑下述情况(简记为 C1)：维数 1n = ，功能函

数 ( )g x x β= − + ， { | ( ) 0}f x g xΩ = < ，基本随机变

量 X服从标准正态分布，重要抽样密度函数是中心
为 0x 、方差为 1的正态概率密度： 

2

0
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令 
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则 
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其中， ( )Φ ⋅ 为标准正态累积分布函数。由正态概率
密度函数 ( )f x ，式(11)可化简为： 

0
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x
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          (12) 

式(12)可采用求交点的方法确定其解： 
( )
( )

2

f ty
t

y t

β
Φ β

+ = − −
 =

           (13) 

图 1显示了对应不同 β 值的最优抽样中心。 

 
图 1  式(12)求解示意图 

Fig.1  A schema for solving equation (12) 

1.3  不同抽样中心选取方法的比较 
1.3.1  抽样中心选取方法 

对于一维问题，可以采取数值方法得到最优采

样中心。但在可靠度分析问题中，往往因为功能函

数不能显示表达或过于复杂，无法预先获得最优采

样中心，需要预先选定或采用预抽样的方式迭代获

取优化采样中心。分别记五种采样中心确定方法为

M1~M5，说明如下。 
M1：将重要抽样中心选为设计点 (1)

0x ，设计点

是在标准正态空间下失效面上离原点最近的点。该

方法需预先获取设计点，设计点可采用 H-L算法、
R-F算法[1―2]或优化方法[10―11]获得。 

M2：Bucher 建议采样中心应为失效域均值点
(2)
0 ( | )f fE Ω= ∈x X X ，采用迭代方式获取[4]。 

M1 以增加有效抽样中对 Pf值贡献大的样本出

现概率为目标来确定抽样中心，而 M2以增加有效
抽样比例为目标来确定抽样中心。 

M3：董聪认为，最优采样中心应该在两者之间，
并推荐了一种复合寻找采样中心的方法[1]： 

(1) (1) (2) (2)
(3) 0 0 0 0
0 (1) (2)

0 0

( ) ( )
( ) ( )

f f
f f

+
=

+
x x x xx

x x
     (14) 

其中， ( )f x 为原概率密度函数。 

M4：M3方法的提出为获取优化抽样中心提供
了一种可行的思路，但它与 M1方法一样需要预先

y=2t 
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获取设计点。最优抽样中心的选择应该兼顾有效样

本数量与对 Pf值贡献大的样本数量，因此用原概率

密度函数 ( )f x 对落入失效域的样本加权求均值作
为抽样中心是合理的： 

(4)
0

[  ( )| ]
[ ( )| ]

h f

h f

E f
E f

Ω
Ω

∈
=

∈

X X X
x

X X
        (15) 

式中，h 代表预抽样所采用的概率密度函数。M4
更适合采用迭代方法优化选择抽样中心。 

M5：采样中心为使单位变异系数 IS∆ 取最小值

的理论最优采样中心 (5)
0x 。 

1.3.2  抽样中心比较 
考虑 1.2节中 C1情况，对M4作如下说明： 
预抽样概率密度函数 ( )h x 选择为中心在 a、方

差为 1 的正态分布，参数 a 满足 a rβ= − ，

1
0(1 )r pΦ −= − ， 1( )Φ − ⋅ 表示标准正态累积分布函

数的逆函数。取分布函数 ( )h x 时，落入 C1条件下
失效域 fΩ 的概率为 0p 。在下一节中用迭代方式选

取抽样中心、逐步逼近失效域的算法中，要求落入

失效域样本占总样本量的 10%以上， 0 0.1p = 对应

于 r=1.2816。M1~M5的采样中心如表 1所示。 
表 1  不同抽样方法的采样中心表达 

Table 1  Expressions of sampling center 

方法 0x  

M1 (1)
0x β=  

M2 
(2)
0

( )
( )

fx β
Φ β

=
−

 

M3 
(1) (1) (2) (2)

(3) 0 0 0 0
0 (1) (2)

0 0

( ) ( )
( ) ( )

x f x x f xx
f x f x

+
=

+
 

M4 
(4)
0

(( ) / 2)
2 2 ( ( ) / 2)

r f rx
r

β β
Φ β

− +
= +

− +
 

M5 
(5) 0
0 0 0

0

( )
2 ( )

f xx x x
x

β
Φ β

 + ∈ = 
− −  

 

图 2显示了采用不同方法对应的采样中心与 β

的关系。可以看出 M3、M4 选取的采样中心相比
M1、M2更接近最优采样中心，而M4不需要设计
点的信息，因此更适合于下节中介绍的自适应重要

抽样方法。 
1.3.3  单位变异系数比较 
由式(6)、式(7)和式(9)得： 

2
2 0 0 0

2 2
( ) ( )exp( )1 1IS

f f

s x x x
P P

Φ β
∆

− −
= − = −   (16) 

M1~M5单位变异系数比较见图 3。 
更小的单位变异系数意味着达到相同的估计

精度所需要的样本量更少。图 3表明，M3、M4的

单位变异系数优于 M1、M2，并且很接近 M5；由
于M4不需要设计点信息，因此M4使用起来比M3
方便。 

 
图 2  不同算法的采样中心对比 

Fig.2  Comparison of sampling center with different methods 

 
图 3  不同算法的单位变异系数比较 

Fig.3  Comparison of unit c.o.v. with different methods 

2  改进的自适应重要抽样算法 
2.1  算法简介 
为解决结构可靠度分析问题中普遍存在的小

失效概率估计问题，本文提出了一种基于主动引导

技术的自适应重要抽样方法(adaptive Importance 
Sampling based on Active Guiding technology，
ISAG)，利用主动引导程序快速逼近失效域，通过
自适应选择抽样中心优化重要抽样密度函数，从而

提高计算精度、压缩样本容量。 
ISAG包含了 2个主要步骤：1) 利用正则化临

界 功 能 函 数 (Normalized Critical Performance 
Function，NCPF)解决多功能函数复合问题；2) 利
用主动引导技术快速逼近失效域。 
2.1.1  正则化临界功能函数 
结构系统失效事件往往可由元部件失效事件
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的交并集表示，例如，图 4所示的系统失效事件可
表示为： 

1 1

{ ( ) 0}
jLL

jk
j k

F g
= =

= <X          (17) 

式中， ( ) 0jkg <X 表示第 ( , )j k 个元件失效。 

 
图 4  串并联系统示例 

Fig.4  Demonstration of a system model 

假设第 s 步预抽样抽取的 1N 个样本为

1

( ) ( ) ( )
1 2, , ,s s s

Nx x xL ，令： 

1

( ) ( )
, 1,2, ,

max {| ( )|}s s
j k jk tt N

gλ
=

= x
L

       (18) 

将集合交运算替代为 max算子，集合并运算替代为
min算子，则第 s步的 NCPF为： 

( ) ( )
,1, , 1, ,

( ) min max ( )/
j

s s
jk j kj L k L

V g λ
= =

=x x
L L

    (19) 

利用 NCPF可解决多功能函数复合问题，实现
样本点向失效域的同步逼近。 
2.1.2  主动引导技术 

重要性抽样密度函数取正态概率密度函数，第

1k + 步( 1, , 1k m= −L )重要性抽样密度函数的均值
与协方差为： 

( 1) ( ) ( )
1

1

[ ] [ | ]
k

k k k
k f

k k n

E E Ω+
+

+

 = = ∈


= =

μ X X X

Σ Σ I
  (20) 

主动引导技术的关键在于中间失效域的合理

选择，使抽样中心快速逼近失效域。 
中间失效域根据中间失效概率 0p 由抽样样本

自适应确定。假定第 s步抽取的 1N 个样本按 NCPF

值 ( )V ⋅ 从小到大排序为
1

( ) ( ) ( )
1 2, , ,s s s

Nx x xL ，取

0 1

( )
1( )s

s p Nb V += x ，则中间失效域可表示为： 
( ){ | ( ) }, 1,2, , 1

s

s
f sV b s mΩ = < = −x x L  (21) 

将落入中间失效域
sf

Ω 的 0 1p N 个样本用于采
样中心 1s+μ 的估计： 

( )0 1

1
10 1

1 p N
s

s i
ip N+
=

= ∑μ x          (22) 

2.2  程序流程图 
ISAG算法的计算流程如图 5所示，假定 x为 n

维标准正态随机矢量。 
2

( 1) ( 1)
1 1

( 1)
12 1 1

I { } ( , , )1ˆ
( , , )

f

m mN
i i

f m
i i m m

f
P

N f
Ω

+ +

+
= + +

= ∑
x x μ Σ

x μ Σ
  (23) 

ISAG 算法是以落入失效域的样本达到一定的
数量来作为主动引导停止准则的。 0p 为中间失效
概率，建议取 0 0.1p = ；ξ 控制落入失效域的样本
数，一般可取 1ξ = ；N1为预抽样数，通常应有 30

个以上点落入中间失效域，可取 N1=300~400。 
从图 5可以看出，最终重要抽样参数的确定共

有两种方式：ISAG1与 ISAG2。两种方式的主要差
别在于采样中心的确定上，ISAG1 对落入最终失
效域的样本直接求均值，而 ISAG2 则采用 M4 方
法，即式(15)确定采样中心，采用样本概率密度加
权确定采样中心。 
图 5所示算法流程中，每次抽样都对应着一次

结构分析，结构分析可由通用有限元软件完成。

已有的有限元分析软件大多提供了程序调用接

口，因此可直接与上述 ISAG1 和 ISAG2 算法相结
合，进行大型结构系统可靠性分析。 

 
图 5  ISAG1与 ISAG2算法流程图 

Fig.5  Flow chart of ISAG1 and ISAG2 
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3  数值算例 
算例 1. 结构功能函数为 2

1 2( ) 3.5g x x= − + +x ，其中
T

1 2 2( , ) ~ ( , )x x N=x I0 ，失效域为 { ( ) 0}|f gΩ = <x x 。 

本文用此算例比较子集模拟 SubS[6]、ISAG1
算法和 ISAG2 算法的模拟效率与精度。SubS 可参
见文[6]，中间过程模拟样本量为 N1=2000，中间失
效概率 0 0.1p = ，预选分布取为正态分布。ISAG1
与 ISAG2 方 法 的 参 数 相 同 ： 1 300N = ，

2 1500N = ， 0 0.1p = ，其余参数取默认值。 fP 的

参照值采用以设计点 [3.5,  0.0]为中心、协方差阵
为单位矩阵的标准正态分布作为采样分布，样本

量 710N = 。表 2为 SubS、ISAG1与 ISAG2各运行
500次对应的 fP 估计值、变异系数，对于 ISAG1与

ISAG2算法进一步统计了优化抽样中心均值。 
表 2  SubS、ISAG1与 ISAG2比较 

Table 2  Comparison of SubS, ISAG1 and ISAG2 

方法 Pf c.o.v. 平均样本数 平均采样中心 

IS(107个样本) 7.83×10−5 ― ― ― 
SubS(运行 500次) 8.17×10−5 4.25×10−1 8772 ― 

ISAG1(运行 500次) 7.86×10−5 8.93×10−2 2400 [4.37, −0.01] 
ISAG2(运行 500次) 7.84×10−5 8.16×10−2 2400 [3.80, 0.00] 

表 2表明，相对SubS，ISAG1、ISAG2无论在
精度上还是效率上都具有较大优势；ISAG2 在样
本数目相同的条件下变异系数比 ISAG1 约缩减了
10%，因此 ISAG2 具有更高的精度，ISAG2 的 fP

估计值更接近 fP 参照值。 

图6比较了 ISAG1与 ISAG2的最终采样中心。
从图 6 可以看出，由于考虑了原概率密度加权，
ISAG2 估计的采样中心相对于 ISAG1 估计的采样
中心更接近于设计点[3.50, 0.00]，而表 2结果预示

着 ISAG2的采样中心可能比 ISAG1更优。 

 
图 6  ISAG1与 ISAG2采样中心对比 

Fig.6  Comparison of ISAG1 and ISAG2 with sampling center 

算例 2. 算例 2 为一双层框架算例，如图 7 所示，
该计算取自文[1]，文中董聪利用这一双层框架算例
介绍并拓展了系统失效模式识别的 β 约界法，本文

用此算例对比 ISAG1与 ISAG2算法。 

 
图 7  双层框架模型 

Fig.7  A two floor frame model 

这里考虑在失效历程的第 3 阶段，节点 14 和
11 失效后，考虑节点 17 为失效候选节点的极限状
态方程，并将原可靠度问题从原空间转化到标准正

态空间中，得到的功能函数如式所示： 
( ) max{ }g = +x Ax b           (24) 

式中， x为 5维标准正态随机向量， 

    
61.95 0.00 0.00 22.50 26.64
1.84 40.10 0.00 7.94 25.02

74.45 0.00 37.80 36.06 42.04

− − 
 = − − 
 − − 

A ， 

T[128.15, 89.83, 341.57]=b 。 
ISAG1 与 ISAG2 方法所取的参数相同： 1N =  

400 ， 2 2000N = ， 0 0.1p = ，其余参数取默认

值。 fP 的参照值采用直接蒙特卡罗模拟(DMCS)，

样本量为 81.4 10N = × ，DMCS 对应 c.o.v.估计值
ˆ ˆc.o.v (1 ) /f fP P N= − 。ISAG1、ISAG2 分别运行

500 次估计失效概率 fP 与变异系数，计算结果如 

表 3所示。 

表 3  ISAG1与 ISAG2比较 

Table 3  Comparison of ISAG1 and ISAG2 

方法 Pf c.o.v. 
DMCS(1.4×108个样本) 7.05×10−5 1.01×10−2 

ISAG1(运行 500次) 7.06×10−5 8.71×10−2 
ISAG2(运行 500次) 7.07×10−5 7.11×10−2 

表 3 表明，相同样本量下，ISAG2 的 c.o.v.仅
为 ISAG1的0.816倍，也即同样的 fP 估计精度下，

ISAG2所需样本数仅为 ISAG1的 2/3，表明 ISAG2
在抽样中心的改进上是有效的。 

F1 
F2 F2 
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4  结论 
理论分析与数值算例表明： 
(1) 基于样本概率密度加权的采样中心确定方

法由于兼顾了增加有效抽样中对失效概率贡献大

的样本出现的概率与提高有效抽样比例这 2 个目
标，并且抽样过程不需要设计点信息，因此是一种

更方便合理的抽样中心确定方法。 
(2) 相对于子集模拟方法与 ISAG1方法，本文

所提的改进的自适应重要抽样方法(ISAG2)具有精
度高、计算量小的优点。 

(3) 本文所提算法便于与通用有限元分析程序
相结合，进行大型结构可靠性分析评估。 
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