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十字弦结构非线性自由振动的频率分析
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(西安交通大学工程力学系/机械结构强度与振动国家重点实验室，西安 710049) 

摘  要：该文研究了十字交叉弦几何大变形的非线性自由振动问题。首先根据哈密顿原理推导了控制其自由振动

的运动方程，然后采用摄动方法求解了该弦的非线性耦合固有频率。通过将求得的非线性耦合固有频率解析解与

各单弦的非线性频率解析解进行比较发现，非线性耦合频率的解析解除了具有非线性特性，还反应了各子结构对

整体结构频率的影响，即存在耦合特性。并且，当一个子结构自身参数改变时，整体结构的频率也会发生变化，

但是变化的幅度小于子结构的变化幅度，即耦合特性增加了十字弦系统的稳定性。 
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FREQUENCY ANALYSIS OF NONLINEAR FREE VIBRATION OF A 
CROSS STRING 

PAN Bo , SHANG Fu-lin 
(State Key Laboratory for Strength and Vibration, Department of Engineering Mechanics, Xi’an Jiaotong University, Xi’an 710049, China) 

Abstract:  This work concerns nonlinear free vibration of a cross string with large amplitude. The equations 
governing the nonlinear vibration of the cross string are derived firstly from Hamilton Principle, which take the 
form of Duffing equation. Then the perturbation method is used to solve the non-linear coupling natural frequency 
of the cross string. Our results show that the frequency of the cross string is affected by the vibration amplitude, 
the cross-section diameter and the ratio of the string length. And the nonlinear coupling natural frequency not only 
has the characteristic of nonlinearity, but also reflects the coupling property. That is to say, the frequency of the 
cross string will change when its part changes, however, the changing amplitude is smaller than that of the 
sub-structures. This indicates that the coupling characteristic can increase the stability of the whole cross string. 
Key words:  cross string; nonlinearity; free vibration; perturbation method; coupling effect 
 
线弹性小变形弦的研究始于 200多年前。在张

力不变的假设下，一维横向变形的线性弦的控制方

程是线性的，即： 
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式中： ρ为线密度；w为弦的横向位移；T0为初始

张力。式(1)在很多教科书中被提及，加上边界条件
和初始条件可以得到该方程的解。 

Kirchhoff 于 1876 年首次提出，如果几何变形
不是小变形，则沿弦长度方向的张力不为常量。由

此他提出了几何大变形弦的积分微分控制方程： 
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式中：E 是弹性模量；A 和 l0是弦在初始平衡位置

的横截面积和初始长度。 
Carrier研究非线性弦问题时引入了径向位移，

认为径向位移和横向位移是同样重要的[1―2]。20世
纪 90年代以后，Leissa和 Saad获得了大变形弦振
动问题的 2个微分方程，并使用伽辽金方法对其进
行了求解[3]。Zhu 考虑了弹性弦的三维运动姿态，
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在弦振动的同时转动[4]。Ram采用了移动的边界条
件，研究了移动弦的运动特性[5]。Xiong 和 Hutton
使用哈密顿原理推导出了边界条件和控制方程[6]。

Khadem 在推导式(2)时增加了弯矩项，并考察了弦
弯矩的影响[7]。Zhu和 Guo等在研究移动弦的特征
值问题时采用了光谱分析法[8]。Ahn 更进一步地引
入摩擦力的影响[9]。需要指出的是，上述研究关注

的均是单弦的特性。对于多弦的非线性特性，目前

主要是采用有限元数值求解方法，还没有文献对其

做出理论分析研究，因此也无法对其频率等性质从

理论上进行探讨。 
本文将从理论的角度探讨一种多弦非线性结

构(十字弦)的振动行为，十字弦结构如图 1 所示。
首先推导十字弦结构几何大变形自由振动的积分

微分方程，然后用摄动方法探讨十字弦结构中非线

性特性、耦合特性给结构频率带来的影响。 

 
图 1  十字弦结构示意图 

Fig.1  Sketch map of the cross string structure 

1  十字弦结构的界定 
图 1所示的十字弦结构具有一个结点，两弦的

连接点在振动时不分开，称为 Model(1,1)。也就是
说，它是最简单的多弦结构，很多十字弦结构可构

成更为复杂的网结构。本文探讨的是十字弦的几何

非线性情况，即横向位移很大，产生的弦长改变不

可忽略，而弦本身是线弹性的，其应变依然在线性

的变化范围。十字弦的运动是一维的横向运动，不

发生周向的转动及水平方向的运动。沿弦的张力不

再是常量，它是位移与时间的函数 T(x, t)。十字弦
结构作为网结构中的一部分，其边界条件多数不为

刚性且弦的跨度有限，因此张力沿弦长的变化是有

限的。同时为简化推导过程，假设两根弦的材料是

相同的。 
从上述界定条件出发，可以推导得出非线性弦

的控制方程。 

2  控制方程 
首先，Lagrange函数可以表示为： 

( ) ( ) ( )L t K t U t= −             (3) 

对式(3)积分可得： 
2

1
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L K t U t t= −∫           (4) 

式中：K为系统动能；U为系统势能。考虑到系统
的振动是一维的，哈密顿原理可以表示为： 

2
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L K t U t tδ δ= − =∫       (5) 

以下来确定系统动能和势能的表达式。势能包

括两部分：一部分来源于弦内张力；另一部分来源

于外激励。如图 2所示，在初始张力 T0作用下弦处

于初始平衡状态。平衡位置弦的长度为 l0，其中一

微元 0dx 在初张力作用下长度变为 dx，变形后的长

度为 ds，因此，微元的总变形为： 
0

0 0

d d d d 1
d d d

s x s x
x x x

ε
−

= = −          (6) 

其中： 
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0ε 是平衡位置的初始应变；由几何关系可得： 
2d ( , )1

d
s w x t
x x

∂ = +  ∂ 
         (8) 

 
图 2  变形弦的初始位置与变形位置 

Fig.2  Initial and current position of the distortional string 

前述界定条件中假设应变仍是线弹性的，因此

张力 T(x, t)与应变的关系可由式(6)~式(8)得出： 
2
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(9) 

式中：A为弦在初始平衡位置的横截面积，依照
Khadem的办法[7]，式(9)可以表示为： 
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由于十字弦结构多为网结构的子结构，张力表

达式(10)是合理的。应用式(10)，可以确定弦内张力
所引起的势能，即： 
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1 1 dw x
x
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积分式(11)，并进行简化可得： 
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另一方面，外激励所产生的势能可以根据图 3
和图 1表示为： 

0

joint joint0
( ) ( ) ( )

l
FU t F t x xδ= ⋅ − ⋅∫  

joint( ) ( , , )dsty y w x y t xδ − ⋅           (13) 

式中： jointF 表示十字弦结构的结点连接力；

( , , )stw x y t 代表结构的位移。图 3 给出了外激励与

结点作用力的对应关系。 

 
图 3  Model(1,1)中单弦上的结点力 

Fig.3  The nodal force on one string of Model(1,1) 

任意时刻 t的动能可以表示为： 
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因此，将式(12)、式(13)和式(14)代入式(5)中，使用
变分原理可以得到十字弦各弦的控制方程： 
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joint joint joint( ) ( ),F t y y x xδ⋅ − =      (15b) 

式(15a)和(15b)中， 0l′是初始平衡位置另一根弦的初
始长度。 joint( , , )stw w x y t= ， joint( , , )stw w x y t′ = 。 

相应的边界条件为： 
00, 0w x x l= = =当       (16a) 

00, 0w y y l′ ′= = =当       (16b) 

初始条件为： 
,

0( , , ) | ( , ,0)
j jx x y y j j

tw x y t w x y= =
= =      (17) 

其中， ( , ,0)j jw x y 是给定的位移。 

Nayfeh 指出[10]，对于非线性弦的自由振动问

题，其频率是由原来的线性结构的线性固有频率项

和非线性项组成的。十字弦结构在经过上述处理

后，反映耦合特性的是结点处的位移相等以及结点

力大小相等方向相反。下面来具体求解十字弦结构

的耦合特性与非线性特性。 

3  Model(1,1)中振动参数的理论求解 
积分微分方程式(15)左边的第二项含有 /w x∂ ∂ ，

这与线性控制方程不同，由此也造成获得这个积分

微分方程的解析解是十分困难的。从研究时间与坐

标的影响来考虑，可以采用模态叠加法近似逼近其

响应，因此下面的理论求解给出的是半解析解。 
根据边界条件和初始条件，将十字弦结构的位

移响应表示为如下三角级数的形式： 

1 0 0

π π( , , ) ( )sin sin
N

st m m
m

m x m yw x y t a f t
l l=

=
′∑   (18) 

式中：am表示第 m阶振幅；fm(t)表示时间参数的影
响。对于一个整体的结构，应该有统一的时间变化

规律，因此十字弦的两根弦应该有相同的时间变化

规律。同时满足： (0) 1mf = 。式(18)仅在 joint( , )x y 、

joint( , )x y 处不为 0，其余处为 0。 

再用三角级数表示式(15a)的激励项，有： 
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joint joint
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  (19) 
用三角级数表示式(15b)的激励项，有： 
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 (20) 
将式(18)、式(19)代入式(15a)，此时：

joint( , ) ( , , )stw x t w x y t= ，可得： 
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由三角级数的正交性，可以消去坐标 x的影响，
从而求解各阶 fm(t)项： 
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在第 2部分中提到 joint( , ) ( , , )stw y t w x y t′ = ，将

其代入(15b)中并化简，可得： 
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从式(19)、式(20)可以得到 ( )mF t 和 ( )mF t′ ，同时

可以得到它们之间的关系。 
( ) ( )m m mF t b F t′ = −         (23) 

其中： 
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如果 1 0mx = ，则依次可推知 0mF = 。在使用摄

动法求解这类问题时，需要保证非线性项前的摄动

因子是小量，这里采用下面的变换方法。 
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式(25)和式(26)中， 
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则 ( )mf t 可以表示为： 
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将式(27)代入式(22)中，得到新的控制方程： 
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根据式(15)和式(18)，两根弦在结点处的位移相
等， joint joint joint joint( , ) ( , ) ( , , )stw x t w y t w x y t′= = 。 

令 
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这里 0mω 为单弦线性固有频率，它与初始张力的大

小成正比，与初始平衡时的长度的平方成反比。类

似地，可以得到另一根弦的线性固有频率： 
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再令 
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将式(23)、式(26)、式(30)和式(31)代入式(28)，   
可得： 
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式中： 
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使用摄动方法，将 ( )mg t 展开为如下形式： 
2
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单弦的频率也按摄动方法展开： 
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将式(34)、式(35)代入式(32)中，对于 0
mε 项，有： 

2
0 0 0m m mg gω+ =&&           (36) 

为满足 fm(0)=1，可使： 
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0 0
0 0

π π( ) ( ) cos( )m m
m Ng t EA T t
l l

ω
  

= +   
  

  (37) 

对于 1
mε 项，有： 

2 2
1 1 1 0 0 0

1

N

m m m m i i m
i

g g g c g gω α
=

+ = − ∑&&   (38) 

由式(38)可得： 

1 2 2
1

1( ) [cos(2
4 (2 )

N
i

m i
i i m m

cg t tω
ω ω ω=

 = ⋅ +  + −
∑  

2 2) cos( )]
(2 )

i
m m

i m m

ct tω ω
ω ω ω

− + ⋅
− −

 

[cos(2 ) cos( )]i m mt t tω ω ω


− − ⋅


 

2

0
0 0

π π( ) i NEA T
l l

    + ⋅         
 

0
0 0

π π( ) m NEA T
l l

   
+   

    
            (39) 

2 2
2

1 0
0 0

1 π π( )
4 m

m Nc EA T
l l

α
   

= + +   
   

 

2 2
2

0
1 0 0

1 π π( )
2

N

i
i

i Nc EA T
l l=

   
+    

   
∑        (40) 

将 ( )mg t 展开到 1
mε 级时，可以表示为： 

0 1( ) ( ) ( )m m m mg t g t g tε= +        (41) 
这样可确定 ( )mf t ，即： 

2 2
1

1( ) [cos(2
4 (2 )

N
i

m m i
i i m m

cf t tε ω
ω ω ω=

= ⋅ ⋅ +
+ −

∑  

2 2) cos( )]
(2 )

i
m m

i m m

ct tω ω
ω ω ω

− + ⋅
− −

 

[cos(2 ) cos( )]i m mt t tω ω ω


− − ⋅


 

2

0
0 0

π π( ) cos( )m
i NEA T t
l l

ω
   

+ +   
    

    (42) 

那么，十字弦结构的圆频率可以表示为： 
2 2

2 0 0( )
1

m m m
m m

m

b
b

ω ω
ω ε

′ +
= + ⋅

+
  

2 2 2
2

0
10 0 0

1 π 1 π π( )
4 2

N

m i
i

m i Nc c EA T
l l l=

      
 + +     
       

∑  

(43) 
其频率可以表示为： 

2 2
0 0( )1

2π 1
st m m m

m m
m

bf
b

ω ω
ε

 ′ +
= + ⋅

+
   

1/22 2 2
2

0
10 0 0

1 π 1 π π( )
4 2

N

m i
i

m i Nc c EA T
l l l=

        + +              
∑

(44) 
式(44)中，bm=0与 bm=∞分别表示受到耦合作用的
影响，一根弦处于另一根弦的节点处，形成节线。 

由初始条件式(17)可得： 

1 0 0

π πsin sin ( , ,0)
j jn

j j
m

m

m x m ya w x y
l l=

=
′∑   (45) 

其中， 1,2, ,j n= L ，由于 ( , ,0)j jw x y 已知，可确

定 am。需要说明的是，上述三角级数得到的是结构

位移的近似解。为了尽可能逼近真实的结构位移，

n值应取得大些，两根弦上应取相同多的点。 

4  十字弦结构固有频率的结果讨论 
式(44)给出了十字弦结构各阶频率的解析解，

同时根据上述求解过程，这里可以得到两个单弦结

构的频率分别为： 
2

2 2
0 1

0

1 1 π
2π 4

m
m m m m

mf a y
l

ω εΙ
    = + ⋅ +    

  

1/22 2
2 2

1 0
1 0 0

1 π π( )
2

N
i

i
i

i Na y EA T
l l=

     +        
∑   (46a) 

2
2 2

0 1
0

1 1 π( )
2π 4

m
m m m m

mf a x
l

ω εΙΙ
    ′ ′= + ⋅ + ′   

  

1/22 2
2 2

1 0
1 0 0

1 π π( ' )
2

N
i

i
i

i Na x EA T
l l=

     ′+   ′ ′     
∑  (46b) 

首先来分析弦长比对耦合频率的影响。这里通

过增加一根弦 0l′的长度来改变弦长比 0 0/l l′ ，图 4

给出了上述 3个结构前 3阶频率随弦长比变化的曲
线。材料的参数分别取为 E=210×109Pa，l0=1m，ρ = 
0.1543kg/m， 1 1

m mx y= ，ε0=0.2×10−3，两单弦采用圆

截面弦，其直径均为 0.005m。由式(46b)可知，改
变弦的长度，弦的频率将随 0l′的增大而减小，由  

式(46a)可知，如果弦长保持恒定，弦的频率将不会
变化。从图 4可以看出，耦合频率随着 0l′的增大而
减小，即耦合频率受到弦长比的影响，或者说受到

子结构变化的影响，但是变化幅度小于变弦长   
的弦。 
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

图 4  弦长比 0 0/l l′ 对前 3阶频率的影响 

Fig.4  The influence of the ratio of string on the first three 
frequencies of the three structures 

对非线性弦的自由振动，通常其各阶频率将随

着模态振幅的增大而增大[7,10]。图 5 给出了前 3 阶
频率随模态幅值变化的曲线，取弦长比 0 0/ 1.2l l′ = ，

其余参数同上。可以发现，结构的耦合频率同样具

有随各阶模态幅值的增大而增大的性质，其变化受 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

图 5  模态幅值对前 3阶频率的影响 
Fig.5  The influence of vibration amplitude on the first three 

frequencies of the three structures 

到两根弦的控制，处于两单弦之间，且遵循式(44)
的规律。 
对于非线性弦的自由振动，其各阶频率随着弦

横截面积的增大而增大。这里采用圆截面弦进行讨

论，图 6给出了前 3阶频率随横截面积比 /A A′ 变化

的曲线，其中 0 0/ 1l l′ = ，其余各参数同前。可以看

出，耦合频率随其结构中一个弦的横截面积的增大

而增大，但是其变化的幅度小于变截面弦。这一结

果表明，弦的横截面积对耦合频率也存在影响。 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

图 6  横截面积比 '/A A对前 3阶频率的影响 
Fig.6  The influence of the ratio of cross-sectional area on the 

first three frequencies of the three structures 

5  结论 
本文对由两根线弹性单弦组成的十字弦结构

在几何非线性情况下的振动频率进行了理论分析。

可以看出，该十字弦结构的各阶固有频率依然与各

单弦的振动特性有关，但受到两根弦的同时控制，

具体来说，其非线性耦合固有频率并不是两根单弦

频率简单的平均，整个结构的频率特性遵循如   
式(44)规定的关系。当局部几何参数发生改变时，
整个结构的频率会有变化，但是其变化幅度小于局

部结构自身因参数改变的变化幅度。这些均表明，

耦合特性增加了十字弦结构的稳定性。 
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