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模型非线性恢复力及能量耗散计算研究

张相盟，王本利，卫洪涛 

(哈尔滨工业大学卫星技术研究所，哈尔滨 150080) 

摘  要：广泛应用于装配结构中的螺栓连接会对整个结构的动力响应产生显著的影响，可见，研究这类连接部位

的动力学行为具有重要的意义。该文对描述此类连接形式的动力学行为的 Iwan 模型进行了深入的研究。首先推

导了当构成模型的 Jenkins单元的屈服力满足均匀分布的情况下，Iwan模型分别处于局部滑移和整体滑移运动时

的描述模型恢复力的分段非线性函数，并对其进行了归一化处理；接着在其基础上，推导了在这两类滑移运动中，

模型周期能量耗散的归一化计算公式；最后还进一步对修正 Iwan 模型进行了研究。研究成果为研究装配结构的

结构阻尼和非线性动力学行为奠定了基础。 
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CALCULATION OF NONLINEAR RESTORING FORCES AND ENERGY 
DISSIPATION OF IWAN MODEL 

ZHANG Xiang-meng , WANG Ben-li , WEI Hong-tao 
(Research Center of Satellite Technology, Harbin Institute of Technology, Harbin 150080, China) 

Abstract:  Bolted joints, which are wildly used in assembly structures, have the significant effect on the 
dynamic responses of an entire structure. So it is of great significance to study the dynamic behaviors of the joints. 
Iwan model, which is just an effective model can represent the significant dynamic behaviors of such joints, is 
thoroughly studied in this paper. The piecewise nonlinear functions of restoring forces of the model in both cases 
of microslip and macroslip are first derived and normalized when the yield force of the Jenkins elements, which 
constructed the model, follow a uniform distribution. Based on these functions, the normalized expressions of 
energy dissipation per cycle of the model are then derived in the cases of microslip and macroslip. Finally, an 
adjusted Iwan model is also studied. The results of the present study lay a foundation for the future study of the 
structural damping and dynamic behaviors of the assembly structures. 
Key words:  bolted joints; Iwan model; microslip; macroslip; restoring forces; piecewise nonlinear functions; 

energy dissipation  
 
含有螺栓连接的机械部件广泛存在于各类机

械产品中。通常，当含有此类连接的结构受到外部

周期载荷激励时(特别是当结合面受到切向外力激
励时)，在结合面处就会出现复杂的摩擦和滑移行
为，从而产生能量耗散。这也是结构阻尼的重要来

源，结合面之间的相对滑移引起的阻尼甚至可达到

整个结构阻尼的 90%[1]。另外，这种连接形式会改

变连接处的局部刚度和阻尼，从而对整个结构的动

力特性及动态响应产生很大的影响[2]。对于简单的

装配结构，其建模和分析工作可以用现有的有限元

软件来完成，但是，要精确地预示结合面的滑移行

为，就需更为细密的网格划分，这就大大地增加了
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计算时间。而且，对于存在多处连接的复杂装配结

构，要建立其精确的有限元模型存在较大困难。因

此，建立简单且能正确描述结构连接处动力学行为

的模型十分必要。 

目前，具有代表性的描述此类连接力学行为的

模型有 Iwan 模型[3―4]、Valanis 模型[5]以及 Bouc- 

Wen模型[6―7]等。其中 Iwan模型物理意义明确直观，

已广泛应用于研究螺栓连接和铆接界面非线性建

模、能量耗散、动力学分析以及连接处参数识别等。

Segalman[8―9]研究表明，Iwan 模型能够描述连接处

复杂的干摩擦现象，并在 Iwan 的基础上，提出了

能够定性描述连接处重要特征的低阶模型。他还进

一步用含有 4 个参数的 Iwan 模型研究了搭接结构

接触面在简谐激励下的周期能量耗散问题 [10]。

Ouyang 等[11]对采用螺栓搭接式连接的悬臂梁结构

在大小不同预紧力下，分别施加不同量级扭转激

励，对各组实验中测得的恢复力-位移曲线进行了分

析，并用 Iwan 模型精确地重现了实验结果。 

图 1(a)为 Iwan 模型(也称 Iwan 并联-串联模型)

示意图，它是由 N 个 Jenkins 单元并联而成，每个

Jenkins单元是由刚度为 k/N 的线性弹簧和屈服力为
* /if N 的库伦摩阻片串联构成。在模型的周期运动

中，如果仅部分 Jenkins 单元出现滑移，称模型产

生了局部滑移；如果所有 Jenkins 单元都出现了滑

移，则称模型产生了整体滑移。图 1(b)为 Iwan 模型

局部滑移下的力-位移关系曲线(迟滞回线)示意图，

它是由脊线(也称初始加载段，对应于曲线 oa 段)

和迟滞环(闭合曲线 abcda 段，包括对应于卸载过程

的 abc 段和对应于加载过程的 cda 段)组成。 

…
…

 

(a) Iwan 并联-串联模型     (b) 力-位移关系曲线示意图 

图 1  Iwan 模型及其力-位移关系曲线示意图 

Fig.1  Sketch map of Iwan model and it’s force-displacement 

curves 

图 2 为螺栓搭接式连接装配图，基于 Iwan 模

型的螺栓连接的结合面力学模型如图 3 所示。 

Iwan 模型的迟滞回线在有关 Iwan 模型的文献

中并不少见，但对于描述迟滞回线上模型恢复力的

计算公式，这些文献仅以积分形式给出，其力-位移

关系不够明晰， Iwan[3]也仅给出了当模型中的

Jenkins 单元屈服力满足均匀分布情况下，迟滞回线

脊线部分恢复力关于位移的显式表达式。 

 
图 2  螺栓连接装配图 

Fig.2  Assembly drawing of a bolted joint 

…

 
图 3  结合面接触模型 

Fig.3  Contact model of joint surface 

本文在组成 Iwan 模型的 Jenkins 单元屈服力满

足均匀分布的情况下，对描述迟滞环的恢复力积分

表达式进一步推导，分别得到模型在局部滑移和整

体滑移下描述恢复力的分段非线性函数，并对其进

行了归一化；然后在其基础上推导了模型在两种滑

移运动中归一化周期能量耗散的计算公式；最后还

研究了修正 Iwan 模型的周期能量耗散问题。 

1  Iwan 模型恢复力计算 

图 1(a)中 Iwan 模型的恢复力为： 
*

*
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其中， 
*( ) ( ) sgn( )i rev i revr t k x x f x         (2) 

式中：xrev为速度反向前的模型位移(如图 1(b)中 A
处)； revx 为速度变为零之前无限小时刻的速度。 

当模型中的单元数量 N  时，称此时的

Iwan 模型为连续 Iwan 模型。定义 *
if 的概率密度函

数为 *( )f 。则在外部周期激励下，模型在卸载过

程中的恢复力可由下式得到[3]： 
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显然，模型恢复力与速率无关。由于 Iwan 模
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型满足 Masing 准则[12]，故在加载过程中，模型恢

复力函数 ( )f x
r
与 ( )f x

s
存在如下关系： 

( ) ( )f x f x= − −
r s

             (4) 

由式(3)、式(4)两式便可求出整个迟滞环上的恢
复力。但此二式均为积分式，其恢复力-位移关系并
不明确。因此，须进一步求出式(3)的积分结果，这
依赖于函数 *( )fϕ 的形式。当模型所有 Jenkins单元

都屈服时模型恢复力记为 fy，假设
*f 在以 fy为中心、

带宽为 f∆ ( 2 yf f∆ ≤ )的区间内均匀分布[3]，则概率

密度函数为： 
*

*
1 ,

2 2( )
0,

y y
f ff f f

ffϕ
∆ ∆ − +∆= 



≤ ≤

其它
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下文将详细推导当 *( )fϕ 满足式 (5)定义时  

式(3)的积分结果。 
当外激励位移幅值 A 满足 ( / 2) /yA f f k− ∆≤

时，构成模型的所有 Jenkins 单元在整个运动周期
中始终处于粘滞状态，模型等效于一个刚度为 k 的
线性弹簧，无能量耗散；当 ( / 2) /yA f f k> − ∆ 时，

Iwan模型必然会产生滑移运动，下面分别推导在局
部滑移和整体滑移运动中模型恢复力计算公式。 
1.1  模型局部滑移运动中恢复力计算 
图 1(b)中迟滞环部分便为模型在局部滑移周期

运动中恢复力-位移关系曲线，图 1(b)中位移幅值 A
的取值范围为： 

( / 2) / ( / 2) /y yf f k A f f k− ∆ < + ∆≤  

在图 1(b)中 ab段，模型中所有 Jenkins单元均
处于粘滞状态，x取值范围为： 

( / 2) /yA f f k x A− − ∆ ≤ ≤  

模型恢复力为： 
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积分得： 
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在 bc段，模型中部分 Jenkins单元出现滑移，
此阶段 x的取值范围为： 

( / 2) /yA x A f f k− − − ∆≤ ≤  

模型恢复力为： 
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式(8)的积分结果为： 
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可见，当模型中部分 Jenkins单元发生滑移时，
模型恢复力为含有位移平方项的非线性函数。 
综上，模型在局部滑移运动中的恢复力可表示

成下面分段函数： 
( )micf x =

s
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(10) 
图 1(b)中迟滞环加载段曲线对应的恢复力可由

式(10)结合式(4)计算得出。 
1.2  模型整体滑移运动中恢复力计算 
图 4 为整体滑移时 Iwan 模型的迟滞环形状示

意图，图 4中位移幅值 A的取值范围为： 
( / 2) /yA f f k> + ∆  

 
图 4  Iwan模型整体滑移时迟滞环示意图 

Fig.4  Sketch map of the hysteresis loop of Iwan model in 
macroslip 

迟滞环卸载段曲线对应的模型运动状态由 3个
阶段构成：对应于 ab段的粘滞阶段，对应于 bc段
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的部分滑移阶段以及对应于 cd段的纯滑移阶段。因
此，式(3)可化为下面三段式分段函数： 

( )macf x =
s

 

* *2

2

( )
* * * *2 2

( )
2 2

1 [ ( )]d ,

( / 2) /

1 d [ ( )]d ,

( / 2) / ( / 2) /

, ( / 2) /

y

y

y

y

ff

ff

y

k A x ff

f k A xf

y y

y y

kx kA f f
f

A f f k x A

f f kx kA f f
f

A f f k x A f f k
f A x A f f k

∆
+

∆
−

− ∆
+

∆ −
−


− −

∆
 − − ∆
    − + − − ∆   
 − + ∆ < − − ∆
− − < − + ∆

∫

∫ ∫

≤ ≤

≤

≤

 

(11) 
其积分结果为： 

( )macf x =
s
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(12) 
可见，在模型整体滑移运动中，部分 Jenkins

单元滑移阶段对应模型恢复力亦为包含位移平方

项的非线性函数。 
1.3  恢复力函数归一化 
前文推得的模型恢复力函数式(10)和式(12)参

数较多，表达较为繁琐，现引入下面无量纲参数[3]： 

, , ,
2y y y y

f kx kA fp q Q
f f f f

β
∆

= = = =   (13) 

其中：p 为归一化恢复力；q 为归一化位移；Q 为
归一化位移幅值；β 为表示半带宽的参数。将这些

参数分别代入式(10)和式(12)，便可得到模型在局部
滑移运动和整体滑移运动中的归一化恢复力函数。

对于局部滑移，归一化恢复力函数为： 
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对于整体滑移，归一化后的恢复力函数为： 
( )macp q =

s
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可以看出，式(14)、式(15)两右端仅含 3个参数：
q、Q和 β ；而归一化前恢复力函数式(10)和式(12)右

端均含 5个参数：x、A、Δf、fy和 k。可见，归一化
处理减少了算式中参数数量，方便于分析计算。 
模型两类滑移运动下的迟滞环加载段所对应

的归一化恢复力函数 ( )p qr
可由下式得到： 

( ) ( )p q p q= − −
r s

           (16) 

这样，便得到了模型在两类滑移运动下的整个迟滞

环对应的归一化恢复力函数。 
一些文献研究表明，用有限个 Jenkins 单元构

成的 Iwan 模型足以描述螺栓连接结合面处的动力
学行为。Sanliturk[13]分别用由 3 个、7 个和 10 个
Jenkins 单元构成的 Iwan 模型的迟滞回线逼近理论
摩擦阻尼器在整体滑移运动中的迟滞回线，结果表

明，使用 10个 Jenkins单元的模型已经具有非常高
的逼近精度，并指出含有 7 个 Jenkins 单元模型便
可满足实际需要。Oldfield[14]建立了两长方块螺栓 
连接结构的细致的有限元模型，将得到的有限元计

算结果分别用由不同数量 Jenkins 单元构成的 Iwan
模型进行了重现，结果表明，从计算量和精度两方

面考虑，由 4个单元构成的模型为最佳选择。 
下面比较分别由 4个、7个以及无数个 Jenkins

单元构成的 Iwan模型在归一化位移 ( ) cosq t Q t= 激

励下各自的恢复力响应时域曲线和迟滞环形状。取

=0.9β 、 1.5Q = ，且每个模型中的 Jenkins 单元屈

服位移(单元屈服力与单元刚度的比值)均服从均匀
分布。图 5和图 6分别为这 3个模型在局部滑移运
动下恢复力时程图和迟滞环。 
从图 5和图 6中的比较可以看出，Iwan模型中

单元数量越多，得到的恢复力-时程曲线和迟滞环均
越光滑，即模型精度越高。对于由有限个单元构成

的 Iwan 模型，模型恢复力由式(1)计算得到，当模
型中单元数量为 N时，式(1)的分段个数为 N+1。因
此，增加单元数目，会使得恢复力函数形式变得复
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杂，同时也增加了计算量；而对于连续 Iwan 模型，

不仅具有最高的精度，其恢复力函数式仅由两段或

三段构成，与前者相比，表示形式简单。特别地，

若取 =1 ，恢复力函数式会更加简单。 
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图 5  归一化恢复力时间历程 

Fig.5  The time history of the normalized restoring force 
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图 6  3 个模型的迟滞环比较 

Fig.6  Comparison of hysteresis loops of the three models 

2  Iwan 模型周期能量耗散计算 

在 Iwan 模型周期运动中，模型每个周期耗散

的能量等于迟滞环曲线所围面积，记为 E ，由下

式计算得到： 

[ ( ) ( )]d
A

A
E f x f x x


  

 
       (17) 

结合式(4)，得到： 

[ ( ) ( )]d
A

A
E f x f x x


    

 
      (18) 

引入归一化周期能量耗散变量 D： 

2
y

k
D E

f
                (19) 

将式(18)代入式(19)，并引入式(13)变换，可得： 

[ ( ) ( )]d
Q

Q
D p q p q q


   

 
      (20) 

将式(14)代入式(20)，经过积分得到模型在局部

滑移运动中每个周期的归一化能量耗散值为： 

3 2 31
[ 3(1 ) 2(1 ) ]

3micD Q Q 


      (21) 

可见，模型在局部滑移运动中每个周期耗散的能量

和位移幅值存在立方非线性关系。特别地，当 =1

时，模型归一化周期能量耗散值为： 
3

3mic

Q
D               (22) 

这种情况下，模型周期能量耗散值与位移幅值的三

次方成正比。 

同样，将式(15)代入式(20)积分后得到模型在整

体滑移运动中归一化周期能量耗散值为： 
2

4 1
3macD Q
 

   
 

        (23) 

可见，模型整体滑移时，其周期能量耗散值和位移

幅值呈线性关系。考虑到模型局部滑移时1    

1Q ≤ ，整体滑移时 1Q   ，因而： 

4
0 (3 )

3mic macD D
   ≤     (24) 

图 7为当  取不同值时模型归一化的周期能量

耗散值随位移-幅值变化关系曲线。这些曲线的形状

与 Gaul[15]的实验得到的周期能量耗散值与位移幅

值关系曲线形状是一致的。 
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图 7  归一化周期能量耗散曲线 

Fig.7  Normalized energy dissipation curves per cycle  

3  修正 Iwan 模型研究 

由前文分析知，纯滑移下，Iwan 模型的刚度衰

减为零，而 Gual 的实验结果[15]表明，当螺栓连接

结合面完全滑移时，依然存在部分残余刚度。针对

此问题，Song 等[16]在 Iwan 模型的基础上，并联了

一个弹簧单元 ka，并将模型中每个 Jenkins 单元的

刚度调至 ( ) /ak k N ，从而得到了“修正 Iwan 模

型”，图 8(a)为该模型示意图。显然，当修正 Iwan
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模型发生纯滑移时，依然存在刚度 ka，其迟滞环形

状如图 8(b)中实线部分所示，与原 Iwan模型的迟滞
环形状(图 8(b)中用虚线表示的迟滞环，为 ka=0 时
结果)相比，其更符合 Gual的实验结果[15―16]。 

  

(a) 修正 Iwan模型           (b) 迟滞环示意图 
图 8  修正 Iwan模型及其迟滞环示意图 

Fig.8  Sketch map of adjusted Iwan model and  
it’s hysteresis loop 

设并联弹簧单元的刚度与修正 Iwan 模型在粘
滞状态下的总刚度的比值为： 

= ak
k

α                (25) 

可见，Iwan模型可看做修正 Iwan模型在 0α = 时的

特殊形式。在粘滞状态下，修正 Iwan 模型中 Iwan
模型部分的刚度为： 

(1 )rk kα= −            (26) 

不难得到，局部滑移与整体滑移运动中，修正

Iwan模型的恢复力函数可统一表示为： 

( ) ( , )adjusted r af x f k x k x= +
r rs s

     (27) 

其中：上标“ ”表示加载过程和卸载过程； ( , )rf k x
rs

为修正 Iwan模型中 Iwan模型部分在两类滑移运动
中的恢复力函数，可将 Iwan 模型的恢复力函数

( )f x
rs
计算式中的 k替换为 rk 得到。 

结合式(17)，容易求得在幅值为 A 的周期位移
激励下，修正 Iwan模型每个周期的能量耗散值为： 

[ ( ) ( )]d
A

adjusted adjusted adjustedA
E f x f x x

−
∆ = − =∫

r s
 

{ ( , ) [ ( , ) ]}d
A

r a r aA
f k x k x f k x k x x

−
+ − + =∫

r s
   

[ ( , ) ( , )]d
A

r rA
f k x f k x x

−
−∫

r s
            (28) 

式(28)表明，修正 Iwan模型周期运动过程中所
耗散的能量均由 Iwan 模型部分产生，这是显而易
见的，因为弹簧单元不是耗能原件，在运动过程中

并不会产生能量耗散。 
对 x、A进行如下归一化处理： 

(1 )  , (1 )r r
r r

y y

k x k Aq q Q Q
f f

α α= = − = = −  (29) 

同时，用式(19)对 adjustedE∆ 归一化后得到修正 Iwan

模型的归一化周期能量耗散值 adjustedD 。 

当1 1rQβ β− < < + ，即
1 1
1 1

Qβ β
α α

− +
< <

− −
时，

修正 Iwan 模型将产生局部滑移，其归一化周期能
量耗散值为： 

3 2 3
,

1 [ 3(1 ) 2(1 ) ]
3adjusted mic r rD Q Qα

β β
β

−
= − − + −  

(30) 

当 1rQ β> + ，即
1
1

Q β
α

+
>

−
时，修正 Iwan 模

型将产生整体滑移，易得： 
2

, 4(1 ) 1
3adjusted mac rD Q β

α
 

= − − − 
 

  (31) 

由式(30)和式(31)并结合式(29)不难发现，修正
Iwan模型的周期能量耗散值随α的增大而减小。一
般来说，α的取值范围为 0 1α< < ，因此： 

,adjusted mic micD D− <  

3 3 21 [ 3(1 ) ( )]
3 r rQ Q Q Qβ

β
− − − − =  

2 2 21 ( )[ 3(1 ) ] 0
3 r r rQ Q Q Q Q Q β

β
− + + − − <  (32) 

比较式(31)与式(23)，可明显看出当两模型均处
于整体滑移时： 

,adjusted mac macD D<            (33) 

另外，在相同幅值的周期位移激励下，两种模

型所处的运动状态还可能不同，这里存在两种情

况：当 Q 处于区间 11 ,
1

β
β

α
− − − 

时，Iwan 模型处

于滑移状态而修正 Iwan 模型处于粘滞状态；当 Q

处于区间
11 ,
1

β
β

α
+ + − 

时，Iwan模型处于整体滑移

状态而修正 Iwan模型处于局部滑移状态。很明显，
在这两种情况下，修正 Iwan 模型的周期能量耗散
值均小于 Iwan 模型。因此，当两模型受到相同幅
值的位移激励时，修正 Iwan 模型每个周期耗散的
能量总是小于 Iwan模型。 

4  结论 
在 Iwan工作的基础上，对 Iwan模型的恢复力

积分式做了进一步推导，得到了当组成 Iwan 模型

f1
*/N 

 
f2

*/N 

fi
*/N 

fN
*/N 

ka 

( ) /ak k N−  

( ) /ak k N−  

( ) /ak k N−  

( ) /ak k N−
 

f 

x 

f ka 

x A -A o 
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的 Jenkins 单元屈服力服从均匀分布时，模型在局
部滑移和整体滑移运动中描述模型恢复力的非线

性分段函数，与包含有限个 Jenkins单元的 Iwan模
型的恢复力计算式相比，文中所得的表达式更为精

确简单，且便于计算模型周期能量耗散值。 
推导了 Iwan 模型归一化周期能量耗散值的计

算公式。得到的归一化的周期能量值耗散随位移幅

值变化的曲线与文献[15]中的实验结果一致。对修
正 Iwan 模型的研究表明，在相同幅值的周期位移
激励下，修正 Iwan 模型的归一化周期能量耗散值
总是小于 Iwan模型。 
本文研究结果为研究装配结构的结构阻尼和

研究此类结构的动力学行为奠定了基础。 
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