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无网格 法求解轴对称弹性力学问题

杨建军，郑健龙 
(长沙理工大学道路结构与材料交通行业重点实验室，湖南，长沙 410076) 

摘  要：为了解决实际应用中复杂轴对称弹性力学问题的求解困难，对无网格局部彼得洛夫-伽辽金法(MLPG)应

用于此类问题进行了研究，并发展了相应的计算方法。通过一些数值算例，对所提方法进行了检验。结果表明：

建议的方法对轴对称弹性力学问题表现为较好的适应性，而且能达到较为满意的计算精度。 
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ANALYSIS OF AXISYMMETRIC ELASTICITY PROBLEMS USING THE 
MESHLESS LOCAL PETROV-GALERKIN METHOD 

YANG Jian-jun , ZHENG Jian-long 
(Key Laboratory of Road Structure and Material of Ministry of Transport, Changsha University of Science and Technology, Changsha, Hunan 410076, China) 

Abstract:  In order to overcome the practical difficulty of solving complex axisymmetric elasticity problems, the 
application of the meshless local Petrov-Galerkin (MLPG) method to solve the problems was studied, and the 
numerical method with the adaptive faculty was proposed. In the end, through several numerical examples, the 
present method was tested. The results show that the proposed method is available and effective to solve such 
problems, and the numerical solutions are also satisfactory.   
Key words:  the meshless local Petrov-Galerkin method (MLPG); axisymmetric problems; elasticity mechanics; 

numerical solutions; meshless method 
 

无网格法是一类新兴的数值分析方法，该类方

法无需网格的初始划分，可有效克服一些实际应用

中问题域离散的困难，尤其在自适应分析、大变形、

结构动态分解、微细观尺度问题中体现出其独特的

优越性，具有广阔的应用前景[1―4]。现有的无网格

方法中，Atluri等人提出的无网格局部彼得洛夫-伽
辽金法(Meshless Local Petrov-Galerkin Method，简
称MLPG)，凭借其良好的计算稳定性和收敛性，受
到学界普遍关注，是一种重要而应用广泛的无网 
格法[5―8]。 
轴对称问题在工程实际中应用非常广泛，许多

工程问题具有轴对称特性，或者可转换成轴对称问

题处理。轴对称弹性力学问题在经典弹性解析力学

中已有成熟的研究[9]，然而解析法仅对典型结构和

简单受力问题有效，对实际应用中面临的复杂问题

通常不适应，或者存在求解困难。数值方法的优势

在于其具有强适应性，对控制方程给定的一类场问

题，通常均可进行近似计算。因此，数值方法与工

程力学的结合研究具有一定的应用价值。近年来，

学界对无网格法应用于求解轴对称性问题进行了

研究，并相继取得一些进展[10―13]。本文对 MLPG
法应用于轴对称弹性非典型或复杂问题做了进一

步研究，对其一般适应性进行了检验和讨论。 

1  轴对称弹性力学问题 

1.1  系统控制方程 
轴对称问题通常采用柱坐标系，微元体的空间

位置可用 r、 z、θ 三个坐标分量表述，其中 z轴
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为对称轴，为如图 1所示。 

 
图 1  柱坐标系 

Fig.1  Cylindrical coordinates system 

轴对称体系的位移向量、应力向量、应变向量

分别为： 
T[ , ]r zu u=u                  (1) 

T[ , , , ]r z rzθσ σ σ τ=σ           (2) 
T[ , , , ]r z rzθε ε ε γ=ε            (3) 

应变-位移的几何关系为： 
T

, , ,r r z r zu u u u u
r r z z r

∂ ∂ ∂ ∂ = = + ∂ ∂ ∂ ∂ 
ε Lu     (4) 

式中，广义变分算子 L写为： 
T/ 1 / 0 /

0 0 / /
r r z

z r
∂ ∂ ∂ ∂ 

=  ∂ ∂ ∂ ∂ 
L      (5) 

对于弹性问题，应力-应变本构关系为： 
=σ Dε                  (6) 

式中， D为材料常数矩阵，表示为： 

1 1

1 1
3

1 1

2

1 0
1 0

1 0
0 0 0

λ λ
λ λ

λ
λ λ

λ

 
 
 =
 
 
 

D            (7) 

其中： 

1 1
µ

λ
µ

=
−

                   (8) 

2
1 2
2(1 )

µ
λ

µ
−

=
−

                 (9) 

3
(1 )

(1 )(1 2 )
E µ

λ
µ µ

−
=

+ −
           (10) 

在轴对称弹性力学问题的轴对称面域Ω 上，
tΓ 和 uΓ 分别表示问题域的自然边界和本质边界。

则问题的平衡方程及其边界条件为： 
0, Ω∇ + = ∈σ b x            (11) 

, tΓ= ∈nσ t x               (12) 
, uΓ= ∈u u x                (13) 

式中：b为体力向量；n为边界外法线向量；t 、u
分别为给定的表面力和位移边界条件。其中广义微

分算子∇写为： 
1 1 0

10 0

r r r z

z r r

∂ ∂ + − ∂ ∂∇ =  
∂ ∂ + ∂ ∂ 

     (14) 

1.2  控制方程适用条件 
由以上控制方程的推定可知，该控制方程仅

适 用于一类特定问题，即作用在问题域上的力向量

F (包含外力与内力)在对称面内，即 span( , )z r∈F ，

如图 2所示。实际上还有一类轴对称问题，上述控
制方程并不适用，即轴对称体扭转问题，其力向量

与 span( , )z r 正交，即 span( , )z r⊥F ，该问题非本

文研究对象。 

 
图 2  力向量定义 

Fig.2  Definition of force vector 

图 2中， 1F 、 2F 力向量对应于两种轴对称基本
问题。其中 1 //F z，可定义为轴对称轴向矢量问题，
即轴对称弯曲问题。而 2 //F r，可定义为轴对称径向
矢量问题，即轴对称伸缩问题。而 3 α=F zR ，其中

[0,2π]α ∈ ，为 span( , )z r∈F 的普适问题。可理解为

上述两种基本问题的耦合， 1F 、 2F 是其特例形式。 

2  轴对称弹性力学问题MLPG法 

2.1  MLPG法简述 
定义在域为Ω 的力学问题，MLPG法的有关力

学参数定义如图 3所示。 

 
图 3  MLPG法图解 

Fig.3  Schematics of the MLPG method 

图 3中场节点 Ix 为计算节点， q
IΩ 为 Ix 的局部

积分域， w
IΩ 为 Ix 的权函数域， *

ix 为局部积分域
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内的任一积分点， s
IiΩ 为 *

ix 的影响域， Jx 为该影
响域内任一场节点。关于局部积分域 q

IΩ 的边界定

义图中已给定。 
MLPG法的系统方程由局部加权残量法弱形式

建立，对场节点 Ix 的初始方程形式为： 

( )d 0
q

I I I
Ω

Ω∇ + =∫ W σ b           (15) 

移动最小二乘近似 (Moving least square 
approximation, MLS)是无网格法中广泛采用的形函
数构造方法，其标量函数近似公式写为： 

T 1

1

ˆ( ) ( )[ ( ) ( )]
n

h
J J

J
u u−

=

= =∑x p x A x B x  

1

ˆˆ( ) ( )
n

J J
J

uφ
=

=∑ x x uΦ             (16) 

式中， ( )xΦ 即为MLS形函数，其它符号定义可参

考有关文献[5―6,14]，此处不予赘述。 
由式(4)及式(16)代入式(6)，有： 

h= = = =σ Dε DLu DL u DBuΦ        (17) 
由式(17)可知 =B LΦ 。 

2.2  离散系统方程导出 
由式(15)应用散度定理可导出如下关于场节点

Ix 的离散系统方程一般形式： 

, d d
q qi qu

I j ij I j ijW W n
Ω Γ Γ

σ Ω σ Γ− =∫ ∫
U

 

d d
qt q

I i I iW t W b
Γ Ω

Γ Ω+∫ ∫      (18) 

将式(17)代入式(18)，并写成矩阵形式离散系统
刚度方程： 

I I I=K u f              (19) 
其中： 

d d
q qu qi

I I I
Ω Γ Γ

Ω Γ= −∫ ∫K V DB W nDB
U

    (20) 

d d
qt q

I I I
Γ Ω

Γ Ω= +∫ ∫f W t W b             (21) 

式(20)、式(21)中各矩阵向量符号对应于轴对称
问题，有如下特征计算格式： 

0
0I

Ii

w
w

 =   
W                     (22) 

0

0 0
I

Ii

w w w w
r r r z

w w w
z r r

∂ ∂ − ∂ ∂=  
∂ ∂ − ∂ ∂ 

V    (23) 

0 0
0 0
r z

z r I

n n
n n

 
=  

 
n                (24) 

T

0

0 0
iJ

iJ

r r z

z r

φ φ φ

φ φ

∂ ∂ 
 ∂ ∂= =  

∂ ∂ 
 ∂ ∂ 

B LΦ     (25) 

2.3  边界条件处理 
在 MLPG 法中，系统方程是按节点逐一建立

的，每个场节点的刚度矩阵和力向量对应于总体刚

度矩阵 K 和总体力向量 f 中的两行，鉴于 MLPG

系统方程的这一特性，直接法很容易对其施加本质

边界条件，只需根据给出的本质边界条件，直接修

改总体刚度矩阵和总体力向量中本质边界上节点

Ix 对应行的元素即可，其执行过程表示为： 
0

, 1,2,
0IJ

IJ

J n
φ

φ
 

⇒ = 
 

K L       (26) 

I I⇒f u                          (27) 

3  数值算例 
根据本文提出方法，借助作者编写的 AP- 

MLPG程序，进行数值分析计算。下面将给出 4个
算例，其中 3.1 算例和 3.2 算例可作为本文方法的
校验算例，3.3算例和 3.4算例为一般演示算例。 
3.1  受均布荷载作用的圆板 
考虑一周边简支圆板问题，如图 4所示。 

 
图 4  圆板 

Fig.4  Circular plate 

圆板上表面施加集度为 q，指向 z 轴负方向的

轴向均布荷载。计算参数取值为： a =0.2m， 2c =  
0.012m，圆板弹性模量 E = 7.0 410× MPa，泊松比
µ = 0.33，荷载集度 q = 510− Pa。 

考察该问题的挠度变形及板底弯拉应力，并有

如下解析解[9]： 
2
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3 2
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2 3(3 )
8 32
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z
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z a z
c c

µ µ µ
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  − + +
= − +  + + 
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 (28) 
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问题的数值解与解析解比较如图 5所示。 

 
(a) uz 

 
(c) σr (z= −c) 

图 5  圆板问题的解 
Fig.5  Solutions of the circular plate problem 

3.2  受局部荷载作用的半空间无限体 
考虑一受轴向荷载作用的半空间无限体，均布

荷载 ( )q r 作用在以 O为圆心，半径为 a的表面圆形
局部域 LΩ 上，该问题为 Boussinesq问题推广形式，

如图 6所示。 

 
图 6  半空间无限体 

Fig.6  Semi-infinite body 

取 2 2 0.9mR r z= + = 有限结构近似计算(周
边固支 )。计算参数取值为： 0.15ma = ，

( ) 0.3537MPaq r = ，空间体弹性模量 40MPaE = ，

泊松比 0.32µ = 。 

考察该问题顶面挠度变形及深度 0.1m 处的压
应力分布，问题有如下特征解析解[9,15]： 

2

0

2

3

0 2 2 3/2

2 (1 )( )

4 (1 )( )
π

( ) 1
( )

z r

z r a

z r

a qu
E

a qu
E

zq
a z

µ

µ

σ

=

=

=

 −
=


 − =

  

= +  +  

     (29) 

问题的数值解与特征解比较如图 7所示。 

 
(a) uz (z=0) 

 
(b) σz(z= −0.1m) 

图 7  半空间无限体问题的解 
Fig.7  Solutions of the semi-infinite body problem 

3.3  受非线性荷载作用的圆轴体 
考虑一底部及周侧固支的圆轴体，如图 8所示。 

 
图 8  圆轴体 

Fig.8  Shaft body 

在其顶面 [0, ]r a∈ (0 )a R≤ ≤ 的圆域上施加指

向 z轴负方向的轴向非线性分布荷载，由图 9定义。
计算参数取值为：R=0.2m，H=0.2m，a=0.1m，轴
体弹性模量 E=1600MPa，泊松比µ =0.28。 

 
图 9  给定非线性分布荷载 

Fig.9  Defined nonlinear distribution load 

考察该问题顶面径向变形、挠度变形及深度

0.06m处的剪切应力分布，其数值解如图 10所示。 
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(a) ur (z=H) 

 
(b) uz(z=H) 

 
(c) τzr (z=H−0.06) 

图 10  圆轴体问题的数值解 
Fig.10  Numerical solutions of the shaft body problem 

3.4  受耦合力作用的厚壁圆筒 
考虑一周侧(外壁)固支的厚壁圆筒，如图 11所

示。在其顶面 1( [ , ])r R R∈ 施加集度为 1q ，指向 z
轴负方向的均布荷载；在圆筒内壁 ( [0, ])z H∈ 施加

集度为 2q ，指向 r轴外向的均布荷载。计算参数取
值为：R=0.2m，R1=0.1m，H=0.1m，q1=0.7MPa，
q2=0.4MPa，筒体弹性模量 E=1600MPa，泊松比
µ =0.28。 

 
图 11  厚壁圆筒 

Fig.11  Hollow shaft 

考察该问题的位移及各应力分量在对称面(由
图 11中坐标系(r, z)定义的筒体平面)上的分布，数
值解等值线图如图 12所示。 

 
(a) ur /(×10−5m)             (b) uz /(×10−5m) 

 
(c) σr /MPa                (d) σθ /MPa 

 
(e) σz /MPa                   (f) τzr /MPa 

图 12  厚壁圆筒问题的数值解 
Fig.12  Numerical solutions of the hollow shaft body problem 

4  结论 
使用本文给出的轴对称问题 MLPG 法对经典

力学问题计算，如算例 3.1、算例 3.2，数值解与解
析解吻合，表明本文方法数值解能达到理想的计算

精度。对算例 3.2，解析法仅给定特征解(对称轴上)，
而数值方法可在全域内求解。对其它复杂受力或非

典型结构问题，如算例 3.3、算例 3.4，本文方法也
表现为良好的适应性，而且作者在计算时采用了稀

疏不同的节点离散方案进行比较计算，计算结果表

现为良好的一致性，可以说本文方法的解具有一般

意义上的可信度。 
如果对称轴包含于问题域内，则对称轴上的应

力计算结果应特殊处理。原因在于轴对称问题基本
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方程和控制方程中均包含“1/r”运算，数值方法中
为了保证计算可执行，需要使用极小数代替实际意

义上的“r= 0”。这种近似处理对求解结果的影响
是事先无法估计的，因此，对称轴上的计算结果置

信度低。一种简单的处理办法为：对称轴上的应力

计算结果使用邻节点计算值替代。 
本文仅给出了轴对称问题的 MLPG 法弹性静

力学公式，对于材料非线性问题、动力学问题可在

此基础上进一步扩展，而且也容易实现。至于数值

方法对这些扩展问题的适应性，则有待进一步   
研究。 
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