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体外预应力钢-混凝土组合连续梁自振频率分析 
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摘  要：为研究预应力组合连续梁的自振频率，建立双折线型体外预应力钢-混凝土组合两跨连续梁振动特性的分

析模型，并在 Ayaho Miyamoto 的基础上，推导出双折线型体外预应力组合连续梁振动方程。通过对振动方程进

行拉普拉斯变换，得到了连续梁在对称振型和反对称振型下的全部频率计算公式，分析了等效轴向力对组合连续

梁频率的影响规律。和现有的预应力组合连续梁的动力试验和有限元结果进行了比较分析，公式计算的组合梁基

频结果与前两者吻合较好，理论公式所反映的预加力对频率的影响规律与有限元一致。所得公式可以用来计算体

外预应力钢-混凝土组合连续梁的自振频率。 
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中图分类号：TU398+.9; TU311.3    文献标识码：A 

ANALYSIS OF NATURAL FREQUENCY OF PRESTRESSED COMPOSITE 
BEAM WITH EXTERNAL TENDONS 

*JIAO Chun-jie1 , DING Jie-min2  
(1. Department of Building Engineering, Tongji University, Shanghai 20092, China;  

2. Architectural Design and Research Institute of Tongji University (Group) Co. Ltd, Shanghai 200092, China) 

Abstract:  In order to investigate the natural frequency of a prestressed composite beam, an analytical model of 
a prestressed steel-concrete composite continuous beam is formulated. Based on the formula presented by Ayaho 
Miyamoto, the formulas for natural frequency of a double broken line prestressed composite continuous beam 
with external tendons are derived. The all natural frequency formulas for the continuous beam is derived through 
Laplace transform, meanwhile, the influence rule of  the composite continuous beam due to an equivalent axial 
force is analyzed. The results of the formulas are compared with existing tests and FEA results, and the first 
calculated frequency of the continuous beam is consistent with the other results. Meanwhile, the influence rule of 
the theoretic formulas on the composite continuous beam due to the equivalent axial force is consistent with FEA. 
The natural frequency of a prestressed composite beam with external tendons can be calculated by the derived 
formula. 
Key words:  prestressed with external tendons; natural frequency; dynamic behavior; frequency equation; 

continuous beam 
 

预应力结构由于其独特的优点，国内外对其进

行了广泛探讨和深入的研究。近年来，国内外对其

动力性能进行了探索研究，并取得了一些成果。

Ayaho Miyamoto 等给出双折线布置下的体外预应

力钢-混凝土组合梁在两端简支条件下的梁自振频

率计算公式，并进行了试验验证[1]。熊学玉等在文

献[1]的基础上，得到了单折线型、双折线型和直线

型体外预应力混凝土简支梁的自振频率计算公
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式 

[2]。张耀庭等进行了体外预应力简支梁的试验，

并采用摄动法得到理论结果和试验进行了对比[3]。

熊辉霞等通过试验对文献[2]的计算公式进行了修

正，得到和试验吻合较好的结果[4]。王佳伟等在文

献[1]的基础上，得到了曲线型布索的预应力简支钢

箱梁自振频率的计算公式，并通过有限元分析对公

式进行了验证[5]。 
但预应力超静定结构动力性能的研究在国内

外开展较少。王常雷通过一根两跨钢-混凝土组合梁

的试验和有限元分析，研究了预应力超静定结构的

振动特性，但并没有从理论上得到如上述简支梁

自振频率的理论计算公式[6]。下面在文献[1]基础

上，推导得到了在等效轴向力作用下预应力连续

梁横向振动方程。这一方程在分析中大多采用能

量法、迭代法和传递矩阵等方法来近似研究，经

典动力学教材没有给出解析解。在文献[7―10]基
础上，给出了两等跨预应力组合连续梁的自振频率

计算公式。 

1  预应力组合梁振动方程的推导 

1.1  预应力组合梁振动模型 
双折线布置下的体外预应力钢-混凝土组合连

续梁如图 1 所示。在两端钢筋锚固点处作用一对预

加力，偏心距为 e 。那么由预加力和次内力共同引

起的梁弯矩为 pM ，由面积相等的原则，用沿梁轴

线均匀分布的 pM HN= 来代替，其中 H 和 pN 分别

为均布弯矩系数和预加力。梁在振动过程中，梁两

端的预加力是不断变化的。因此，可设： 

( )

o
p p p

o
ph ph ph

o
p p p

N N N

N N N

M HN H N N

⎧ = + Δ
⎪⎪ = + Δ⎨
⎪ = = + Δ⎪⎩

         (1) 

式中： o
pN 、 o

phN 分别为预加力 pN 的初始值和水平

分量初始值； pNΔ 、 phNΔ 为随振动位移变化而引

起的预加力改变量和预加力水平分量改变量；M 为

预加力和次内力共同作用下的沿梁等效弯矩。 
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图 1  预应力钢-混凝土组合连续梁及其受力图 

Fig.1  The model of prestressed steel-concrete composite continuous beam and its bearing 

 梁在预加力作用下的弯曲振动方程可表示为

下式[1]： 
4 2 2 2

4 2 2 2( ) ( ) 0p
y yEI N y M m
x x x t

∂ ∂ ∂ ∂
+ − + =

∂ ∂ ∂ ∂
  (2) 

式中：EI 为预应力组合梁的弯曲刚度； y 为振动位

移； x为沿梁轴从坐标原点到所考察截面的距离；

m 为梁单位长度质量； t 为时间。 
将式(1)代入式(2)可得： 

4 2

4 2 [( ) ]o
ph ph

yEI N N y
x x
∂ ∂

+ + Δ −
∂ ∂

 

2 2

2 2[ ( )] 0o
p p

yH N N m
x t
∂ ∂

+ Δ + =
∂ ∂

     (3) 

由于 y 较小，又因 phN yΔ 是 y 的平方倍，因而不考

虑 phN yΔ 。同时 o
pN 为常数，所以

2

2 ) 0o
pHN

x
∂

=
∂

（ 。 

整理式(3)得： 

24 2 2

4 2 2 2 0po
ph

Ny y yEI N H m
x x x t

∂ Δ∂ ∂ ∂
+ − + =

∂ ∂ ∂ ∂
  (4) 

1.2  预加力改变量和梁位移的关系 
pNΔ 随振动位移变化而改变，振动位移 y 较

小，从几何变形上可知，预应力筋长度改变量和梁

一跨中间的竖向位移 y 成正比。分析 pNΔ 与 y 的关

系，得到之间的比例系数。可在一跨中点作用一集

中力 F ，先得到 NΔ 和 F 的关系，再得到 F 作用下

一跨中点的竖向位移 y ， 后得到 NΔ 和 y 的关系。 

连续梁可简化为如图 2 的平面刚架，将预应力

筋拉力和中间支座作为多余未知力，可以得到一跨

中点处外力 F 、单位力 1 1X = 和 2 1X = 作用下的弯

矩图，如图 2 所示。 
___

1
1 dF

F
M M x

EI
Δ = ∫            (5) 
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图 2  连续梁简化模型及其内力图 

Fig.2  The model of the continuous beam and its bearing 

预应力筋作用单位力时引起预应力筋长度的

改变量 11δ 、 22δ 、 2FΔ 、 12δ 和 21δ 。 

由变形协调方程可以得到： 

11 12 2 1

21 22 2 2

0
0

F

F

N X
N X

δ δ
δ δ

Δ + + Δ =⎧
⎨ Δ + + Δ =⎩

          (6) 

从式(6)中可以得到 pNΔ 与 F 的关系： 

12 2 22 1

22 11 12 21

1F F
pN F

F
δ δ
δ δ δ δ
Δ − Δ⎛ ⎞Δ = ⎜ ⎟−⎝ ⎠

       (7) 

连续梁在 F 作用下，得到梁-跨中点的竖向位

移 Fy ，这样可以建立 F 和 Fy 的关系： 
32

141F
Ly F
EI

=               (8) 

式(7)代入式(8)中，可得 pNΔ 与 Fy 的关系： 
3

22 11 12 21

12 2 22 1

( )2
141F p

F F

FLy N
EI

δ δ δ δ
δ δ

−
= Δ

Δ − Δ
      (9) 

连续梁-跨中点产生竖向位移 Fy 时，梁内预应

力筋会产生预应力改变量 pNΔ ，而 pNΔ 会引起与

Fy 相反的梁竖向位移
pNyΔ 。 

12
1 2

22

p
N F F

N
y

F
δδ δ
δΔ

Δ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

        (10) 

因此，一跨梁中点的竖向位移 y 同 pNΔ 的关系

可根据
pF Ny y yΔ= − 得到： 

pF Ny y yΔ= − =  

3
22 11 12 21 12

1 2
12 2 22 1 22

2 ( ) 1
141 F F p

F F

L F N
EI F

δ δ δ δ δδ δ
δ δ δ

⎤⎡ − ⎛ ⎞− − Δ⎥⎢ ⎜ ⎟Δ − Δ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 

(11) 
所以， pNΔ 可以用 y 表示为： 

pN yφΔ =               (12) 

其中： 

3
22 11 12 21 12

1 2
12 2 22 1 22

1

2 ( ) 1
141 F F

F F

L F
EI F

φ
δ δ δ δ δδ δ
δ δ δ

=
⎡ ⎤− ⎛ ⎞− −⎢ ⎥⎜ ⎟Δ − Δ⎢ ⎝ ⎠ ⎦⎣

 

1.3  振动方程 
预加力在梁上的弯矩沿梁轴线呈不均匀变化，

为了简化计算，根据面积等效原则，用沿梁轴线均

匀分布矩形弯矩图来代替。预加力和次内力共同作

用下 pM 表达式： 
___ ___

21
1 2

22
p pM M M Nδ

δ
⎡ ⎤

= −⎢ ⎥
⎣ ⎦

         (13) 

pM 弯矩图的面积表达式： 
___ ___

21
1 2

22
( ) ( ) ( )p pS M S M S M Nδ

δ
⎡ ⎤

= −⎢ ⎥
⎣ ⎦

     (14) 

式中： ( )pS M 、
___

1( )S M 和
___

2( )S M 分别为相应内力

图的面积。 
等效弯矩M 的表达式： 

___ ___
21

1 2
22

1 1( ) [ ( ) ( )]
2 2p pM S M S M S M N

L L
δ
δ

= = −  (15) 

所以可以得到均布弯矩系数 H 表达式： 
___ ___

21
1 2

22

1 ( ) ( )
2

H S M S M
L

δ
δ

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
        (16) 

将式(12)代入式(4)中可得： 
4 2 2

4 2 2[ ] 0o
ph

y y yEI N H m
x x t

φ∂ ∂ ∂
+ − + =

∂ ∂ ∂
    (17) 

2  频率方程推导 

2.1  振动方程与约束条件 
在推导连续梁振动方程式(17)时，并没有考虑

边界条件，现在把两跨连续梁的中间支座用相应的

约束力 r 来代替。这样连续梁就可以变成简支梁，

那么梁的振动微分方程就变为下式： 
4 2 2

4 2 2[ ] ( )o
ph

y y yEI N H m r x L
x x t

φ δ∂ ∂ ∂
+ − + = −

∂ ∂ ∂
 (18) 

式中： ( )x Lδ − 为狄拉克δ 函数[9]，它有如下两个

性质： 
,

( )
0,

x L
x L

x L
δ

+∞ =⎧
− = ⎨ ≠⎩

；
0

( )d 1x L xδ
+∞

− =∫  

式(15)应满足如下的边界条件和位移约束条件： 
(0, ) (2 , ) 0y t y L t= =              (19) 
2 2

2 2
0 2

0
x x L

y y
x x= =

∂ ∂
= =

∂ ∂
          (20) 

β 
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( , ) 0y L t =                      (21) 

当连续梁自由振动时，中间支座反力随时间的

变化规律与梁自由振动规律相一致，于是令： 
( , ) ( )sin( )y x t Y x tω ϕ= + ， ( ) sin( )r t R tω ϕ= +  

(22) 
将式(22)代入式(18)中，可得： 

2
(4) (2)( ) ( ( )

o
phN mY x H Y x Y x

EI EI EI
φ ω⎡ ⎤

+ − − =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

）  

( )R X L
EI

δ −                    (23) 

令： 

2
o
phN

H
EI EI

φρ
⎡ ⎤

= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，
2

4 mk
EI
ω

=  

式(23)变为： 
(4) 2 (2) 4( ) ( ) ( ) ( )RY x Y x k Y x X L

EI
ρ δ+ − = −  (24) 

将式(22)代入式(19)―式(21)中得： 
(0) (2 0Y Y L= =） ； (0) (2 ) 0Y Y L′′ ′′= =    (25) 
( ) 0Y L =                             (26) 

对式(24)进行拉普拉斯变换可得： 
2 2 2 2 2

1 2[ )( )] ( (0)+ (0)s s L Y Y'" Yλ λ ρ ′+ − = +（ ）  

2 2 3[ (0) (0)] (0) (0) e sLRs Y Y s Y s Y
EI

ρ −′′ ′+ + + +  (27) 

式中： 
4 2

2 4
1

4 2
2 4
2

2 2 2
1 2

4 2

4 2

k

k

ρ ρλ

ρ ρλ

λ λ ρ

⎧
= + +⎪

⎪
⎪
⎨

= + −⎪
⎪
⎪ = +⎩

           (28) 

对式(27)进行拉普拉斯反变换并整理得： 

1 1 2 1

3 2 4 2

( ) sin cos
sinh cosh

Y x A x A x
A x A x

λ λ
λ λ

= + +
+ +

（ ） （ ）

（ ） （ ）
 

2 1
3 3
2 1

sinh ( ) sin ( )( )
2

x L x LR u x L
EI

λ λ
λ λ

⎡ ⎤− −
− −⎢ ⎥

⎣ ⎦
(29) 

式中： 1A 、 2A 、 3A 、 4A 为待定系数，由边界条件

确定。函数 ( )u x L− 是单位阶梯函数存在下列性质： 
0, 0

( )
1,

x L
u x L

x L
<⎧

− = ⎨
⎩

≤

≥
          (30) 

对式 (29)求二阶导数后代入式 (25)，并利用

( )u x L− 在 0x = 和 2x L= 附近的各阶导数恒为零，

再把式(29)代入式(25)中可得： 
2 4 0A A= =                           (31) 

1 1 3 2sin 2 sinh 2A L A Lλ λ+ =（ ） （ ）  

1 2
3 3

1 2

sin sinh
2

L LR
EI

λ λ
λ λ

⎡ ⎤
−⎢ ⎥

⎣ ⎦

（ ） （ ）
    (32) 

2 2
1 1 1 3 2 2sin 2 sinh 2A L A Lλ λ λ λ− =（ ） （ ）  

1 2

1 2

sin sinh
2

R L L
EI

λ λ
λ λ

⎡ ⎤
+⎢ ⎥

⎣ ⎦

（ ） （ ）
    (33) 

2.2  当连续梁具有对称振型时 
当连续梁具有对称振型时，中间支座的反力不

为零，同时 1sin 0Lλ ≠ ， 2sinh 0Lλ ≠ ，可以由式(32)
和式(33)联立解得 1A 和 3A ，同时将式(31)一并代入

式(29)中可得： 
1

13
1 1

2
23

2 2

sin( )( ) sin( )
sin(2 )

sinh( ) sinh( )
sinh(2 )

R LY x x
EI L

R L x
EI L

λ λ
λ λ

λ λ
λ λ

= −

+
 

2 1
3 3
2 1

sinh ( ) sin ( )( )
2

x L x LR u x L
EI

λ λ
λ λ

⎡ ⎤− −
− −⎢ ⎥

⎣ ⎦
(34) 

式(34)应满足位移约束条件式(26)，即当 x L= 时，

( ) 0Y L = ，有下式成立。 
3

3 2 2 2 2 2
2 2 2 2tan( ) ( ) tanh( )L Lλ λ ρ λ ρ λ+ = +   (35) 

解得 2λ 后，再由式(28)和
2

4 mk
EI
ω

= 可以得到

梁有对称振型时的频率方程。 
2.3  当连续梁具有反对称振型时 

当连续梁具有反对称振型时，中间支座的反力

为零。式(29)和式(30)构成的非齐次线性方程组变为

齐次线性方程组。 

1 1 3 2
2 2

1 1 1 3 2 2

sin sinh 0

sin sinh 0

A L A L

A L A L

λ λ

λ λ λ λ

+ =⎧⎪
⎨

− =⎪⎩

（ ） （ ）

（ ） （ ）
    (36) 

因 1A 、 3A 不能同时为零，所以系数行列式应

满足下式： 

1 2
2 2

1 1 2 2

sin( ) sinh( )
0

sin( ) sinh( )

L L

L L

λ λ

λ λ λ λ
=

−
       (37) 

可以得到： 
1sin 0Lλ =               (38) 

所以： 

1
πn

L
λ = ， 1,2,n = …          (39) 

即是： 
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2π
n

EI n
m L

ω ξ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

             (40) 

其中：

2

1
π

o
phNL H

n EI EI
φξ

⎡ ⎤⎛ ⎞= − −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦

。 

3  公式、试验及有限元分析 

文献[8]采用两根两等跨钢-混凝土组合连续梁

(一个为普通梁，一根施加体外预应力梁)进行试验，

测得其自振频率，并进行了有限元分析。试件中钢

梁采用 Q345 工厂焊接加工的工字钢，钢梁弹性模 

量 52.1 10 MPasE = × ，混凝土采用 C30，混凝土弹

性模量 43.15 10 MPacE = × ，体外预应力筋采用

1860 级的 7φ 5 钢铰线，体外预应力弹性模量 tE =  
51.95 10 MPa× ，体外预加力为 51.5 10 N× 。计算得

到组合梁抗弯刚度 7 23.2924 10 N mEI = × ⋅ ，组合梁

构件及横截面的基本尺寸、中和轴的位置和体外预

应力筋的布置如图 3 所示。文献[8]中采用试验和有

限元方法得到了预应力组合连续梁侧向扭转、梁整

体和局部预应力筋的振型和振动频率。式(40)算得

第一频率、第三频率，式(35)算得第二频率和文献 [8]
中相对应振型的试验和有限元结果列在表 1 中。 
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9600

2400 800 1600 1600 800 2400

e1=139.5 e2=75.5

120

6 27
9 36

9

90

14
10

550

20

120

6

90
27

9 36
9

14
10

550

20

A

A

B

B

A--A截面图(单位：mm) B--B截面图(单位：mm)  
图 3  组合梁及其横截面图 

Fig.3  The continuous beam and its section 

表 1  自振频率公式、试验和有限元结果 
Table 1  Comparison of calculated, tested and FEA natural frequencies 

普通 体外预应力 

 公式 试验 有限元 误差 m1/(%) 误差 m2/(%) 误差 m3/(%) 公式 试验 有限元 误差 m1/(%) 误差 m2/(%) 误差 m3/(%)

f1/Hz 27.98  28.42 30.88  2.00  10.00  8.00  27.81 26.61 31.18 0.05  −0.12  −0.15  
f2/Hz 63.52  — 45.44  — 0.28  — 63.68 — 45.735 — 0.28  — 

f3/Hz 111.86 — 84.72  — 0.24  — 111.69 — 83.12 — 0.26  — 

注：误差 m1 为 | | 100%f f f− ×公式 试验 试验( )/ ；误差 m2 为 | ( ) / | 100%f f f− ×公式 有限元 公式 ；误差 m3 为 | ( ) / 100%f f f− ×试验 有限元 有限元 。 

理想材料的动力学模型，式(17)中等效轴向力

[ ]o
phN Hφ− 为压力时，使得固有频率随等效轴向力

增大而减小，对基频影响 大，高频较小。当等效

轴向力为拉力时，使得固有频率随轴向力增大而增

大，同样也对基频较大，高频较小。而等效轴向力

拉还是压取决于预加力水平分量和预加力对梁的

弯矩之间的差值，而两者有同预应力筋的布置形式

密切相关。但在实际情况下，组合梁混凝土之间存

在空隙，轴向压力作用使预应力组合梁刚度增大，

进而又有使固有频率增大的作 用。 
从表 1 可以看出，体外预加力对组合梁频率影

响的趋势，计算结果和有限元符合较好，但试验却

有相反的趋势。由于试验试件较少，同时仅测得一 

阶频率，计算公式应在更多试验数据基础进行研究

分析。 

4  结论及展望 

以双折线型体外预应力钢-混凝土组合连续梁

为模型，得到了连续梁振型为对称和反对称两种情

况下所有自振频率计算式。 
(1) 理论公式计算预应力组合梁的基频，和试

验、有限元结果吻合较好，理论公式反映的预加力

对梁频率的影响规律和有限元结果一致。 
(2) 其他预应力筋布置形式的组合连续梁的理

论公式没有推导，同时试验数据较少不能对理论计

算公式进行较好的修正，这有待于进一步的研究。 
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