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局部断裂能在砂浆试件中的分布规律研究
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摘  要：似水泥材料断裂能的尺寸效应可通过局部断裂能沿试件韧带方向的分布得以合理解释。该文针对砂浆三

点弯曲切口梁，通过解析方法建立了梁的极限荷载与裂缝尖端区域局部断裂能的关系，并进行了不同高度、不同

缝高比的三点弯曲梁试验。通过极限荷载的理论与试验结果的对比，确定了不同初始裂缝尖端区域局部断裂能的

大小，进而得到了局部断裂能沿试件韧带方向的分布。结果表明，与混凝土中局部断裂能的分布规律相似，砂浆

局部断裂能分布受试件的前后边界及裂缝尖端位置的虚拟边界影响，呈三线性，即远离试件后边界和虚拟边界时，

局部断裂能值几乎保持不变；靠近两个边界时，局部断裂能值不断降低。因此，局部断裂能分布的三线性模型不

仅适用于混凝土，对砂浆等似水泥材料同样适用。 
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STUDY ON LOCAL FRACTURE ENERGY DISTRIBUTION  
IN MORTAR SPECIMENS 

YANG Shu-tong1 , HUANG Wei-ping2 
(1. Department of Civil Engineering, College of Engineering, Ocean University of China, Qingdao, Shandong 266100, China;  

2. Department of Ocean Engineering, College of Engineering, Ocean University of China, Qingdao, Shandong 266100, China) 

Abstract:  Size effect on fracture energy of cementitious materials can be explained reasonably in virtue of the 
local fracture energy distribution along the ligament of specimen. The correlation between the peak load and the 
local fracture energy at the crack tip region is established analytically for three-point-bending notched beams of 
mortar. Then tests are carried out for beams with different depths and different notch-to-depth ratios. Upon the 
comparison between the analytically predicted peak loads and the experimentally measured loads, the values of 
local fracture energy at different crack tip regions are determined, and then the local fracture energy distribution 
along the ligament of the specimen can be obtained. Results show that the local fracture energy distribution of 
mortar is affected by the front and back free boundary effects and the fictitious boundary effect at the notch tip, 
which is very similar with the phenomenon observed in concrete. A Tri-linear model of the local fracture energy 
distribution is yielded with almost constant values far away from the back free boundary and the fictious boundary, 
but decreased values towards the referred two boundaries. Therefore, it can be concluded that the tri-linear model 
is suitable not only for concrete, but also for mortar and other cementitious materials. 
Key words:  mortar; local fracture energy distribution; peak load; boundary effect; tri-linear model 

 
断裂能作为断裂力学中的重要参数，可以很好

地描述材料的断裂特性。国际材料与结构研究实验

联合会(RILEM)[1]采用三点弯曲切口梁试验测混凝

土与砂浆的断裂能，假设外力所做的功全部转化为
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裂缝扩展所需要的能量，单位裂缝面上所吸收的能

量即为断裂能。断裂能作为一种材料常数，应该只

与砂浆或混凝土的配比有关。然而，研究表明试验

测得的混凝土与砂浆的断裂能具有明显的尺寸效

应。20世纪 80年代初，Bažant等[2―3]提出的尺寸效

应模型及 Carpinteri 等[4―6]提出的多分形尺寸定律

用以解释混凝土断裂参数的尺寸效应。这两种模型

认为断裂参数的尺寸效应仅与试件的绝对厚度或

绝对高度有关。然而，Hu 等认为导致尺寸效应发
生的并非试件的绝对尺寸，而是裂缝前缘的断裂过

程区与试件边界的相互作用[7―9]。并引入了局部断

裂能的概念，通过局部断裂能沿试件韧带方向的分

布合理地解释了混凝土与砂浆断裂能的尺寸效   
应[7―8]。此外，局部断裂能的大小与断裂过程区的

宽度有关，且靠近试件的后边界时，局部断裂能不

断降低[7―8]。Duan 等[9]提出了一个双线性模型以描

述局部断裂能的分布。该模型表明[9]，远离试件后

边界时，局部断裂能保持为定值，即无尺寸效应的

断裂能 GF。靠近后边界时，局部断裂能的值开始降

低直至后边界时降为零。然而，该模型仅强调了试

件后边界的影响。Muralidhara等[10]通过声发射技术

观察混凝土三点弯曲切口梁中裂缝的扩展，结果发

现局部断裂能的分布不仅受后边界的影响，还受初

始裂缝尖端位置虚拟边界的影响。进而提出了三线

性模型，即虚拟边界上局部断裂能为零，随着远离

虚拟边界，局部断裂能不断增加至无尺寸效应的断

裂能。作者针对混凝土三点弯曲切口梁[11]，采用解

析方法建立了梁的极限荷载与初始裂缝尖端区域局

部断裂能的关系，通过与试验结果的比较，得到了

局部断裂能随初始裂缝长度的变化，进而确定了局

部断裂能沿试件韧带方向的变化规律。结果表明[11]，

混凝土中局部断裂能的分布，不仅受试件后边界和

虚拟边界的影响，还受到试件前边界的影响。 
本文将基于前期提出解析方法[11]，针对砂浆三

点弯曲切口梁，通过建立极限荷载与初始裂缝尖端

区域局部断裂能之间的关系，确定砂浆中的局部断

裂能沿试件韧带方向的分布，进而可以将局部断裂

能三线性分布模型推广至所有似水泥材料。 

1  极限荷载的求解        

图 1 所示为一砂浆标准三点弯曲梁，高为 h，
宽为 b，初始缝长为 a0，跨长为 L，且 L=4h。 

 
图 1  砂浆标准三点弯曲梁 

Fig.1  A standard three-point-bending notched beam of mortar 

根据虚拟裂缝模型[12]，裂缝起裂后，其前缘微

裂缝区可用一条虚拟裂缝模拟。虚拟裂缝面上粘聚

力 σw与裂缝宽度 w 的关系可采用图 2 所示的双线
性模型[13]，其表达式为： 

-max 0
361 /
5

σ  = − 
 

w tf w w , 0
10
9

≤ ≤w w    (1a) 

-max 0
9 (1 / )
40w tf w wσ = − ,  0 0

1
9

≤ ≤w w w  (1b) 

式中，ft-max指的是虚拟裂缝面上的最大拉应力。曲

线下包围的面积 gf即为局部断裂能，指的是试件韧

带高度方向上任意位置裂缝宽度从零增加至最大

值 w0所释放的能量。 
图 3表示的是裂缝起裂和达到极限荷载之间某

时刻梁跨中截面应力与应变的分布。这里假设梁 

 

图 2  σw与 w的双线性模型 
Fig.2  Bilinear model for σw-w relationship 
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(b) 

图 3  跨中截面应力与应变沿梁高度方向的分布 
Fig.3  Distributions of stresses and strains along the depth of 

beam in the mid-span 

截面非开裂部分应力与应变沿梁高方向线性分布。

此外，梁达到极限荷载时，裂缝的扩展量很小，通

常为最大粒径的 1倍~2倍。因此，为简化起见，假
设达到极限荷载之前断裂过程区内的局部断裂能 gf

保持不变。即图 3中 gf在 c c 0h x h a a+ −≤ ≤ 范围内

为定值，记为初始裂缝尖端区域局部断裂能。 
由图 3(a)中力的平衡并结合图 3(b)中应变的线

性分布，可将截面上的弯矩 M 表示为裂缝长度 a
和初始裂缝尖端位置裂缝张开位移 wt的函数 M(a, 
wt)。具体推导详见文献[11]。此外，裂缝口张开位
移 CMOD可表示为[14]： 

2
0 0

2
0 0c

24 0.76 2.28 3.87a H a HMaCMOD
h H h Hh bE

  + += − + − + +  
 

3 2
0 0

0
2.04 0.66a H h H

h H h a

 + + +    + −    
     (2) 

其中：Ec指的是砂浆的弹性模量；H0表示夹式引伸

计的刀口厚度。这里假设裂缝张开面为平面，则裂

缝口张开位移与初始裂缝尖端位置裂缝张开位移

的关系为： 
0

0
t

a HCMOD w
a a

+
=

−
            (3) 

将式(3)与弯矩 M 的表达式代入式(2)中，可以
得到一个关于 a和 wt的平衡方程，记作： 

1( , ) 0tM a w =               (4) 

为了计算 M的最大值，本文采用拉格朗日乘数
法。首先利用 M 的表达式和式(4)建立一个拉格朗
日函数 Ф(a, wt, λ)如下： 

1( , , ) ( , ) ( , )t t ta w M a w M a wΦ λ λ= + ×    (5) 

式中，λ是一个待求参数。由下式： 

0
ta w

Φ Φ Φ
λ

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
          (6) 

可得到一个关于 a、wt、λ的非线性方程组。求解这
个非线性方程组，可得 M 的最大值 Mmax。则最大

荷载可通过下式求得： 
max

max
4

2
M WP

L
= −           (7) 

其中，W为梁的自重。 
很显然，计算得到的极限荷载大小主要取决于

虚拟裂缝面上的最大应力 ft-max 与初始裂缝尖端区

域局部断裂能 gf。 

2  局部断裂能沿试件韧带方向的 
分布 

前面已经假设梁达到极限荷载之前，断裂过程

区内的局部断裂能保持为定值，且仅取决于初始裂

缝的长度 a0。为了研究局部断裂能分布对梁极限荷

载的影响，本文进行了不同缝高比且初始缝长变化

范围较大的砂浆三点弯曲梁试验。砂浆的配合比为

水∶水泥∶砂子=0.67∶1∶4。水泥采用标号为 42.5
的普通硅酸盐水泥。砂子采用中砂，最大粒径

dmax=2mm。砂浆 28d的立方体抗压强度为 36.1MPa，
弹性模量为 21.5GPa。试验中共准备了 2 种高度的
砂浆试件，高度分别为 80mm和 120mm，跨高比为
4，厚度均为 40mm。其中，高度为 80mm的试件，
缝高比从 0.15变化至 0.6；高度为 120mm的试件，
缝高比从 0.15变化至 0.75。 

由于砂浆材料结构组织的不均匀性，虚拟裂缝

面上最大拉应力 ft-max 的值在不同位置具有一定的

随机性，但从统计意义上说它应该是一个材料常

数。因此，对每种高度的梁，均考虑 ft-max的一个变

化范围，以反映其数值上的随机特征。对于高度为

h−a−hc 

hc 

σc /Ec 
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80mm 的梁， ft-max 的上下限分别取 5.7MPa 和
4.7MPa。对于高度为 120mm 的梁，ft-max的上下限

分别取 5.5MPa和 3.5MPa。此外，还将考虑初始裂
缝尖端区域局部断裂能 gf的上下限。取 gf的上限为

100N/m，即无尺寸效应的断裂能。下限为 0，即裂
缝很容易地绕过骨料而不需吸收任何能量，且没有

粘聚力产生。基于 ft-max和 gf的上下限计算出来的极

限荷载及其与试验结果的比较见图 4和图 5。 
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◇ 试验结果(h=80mm, dmax=2mm)

 
图 4  高度为 80mm试件极限荷载的理论与试验结果比较 

Fig.4  Comparison between the analytically predicted and 
experimentally mearsured peak loads for the beams with 

heights 80mm 
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◇  试验结果(h=120mm, d
max

=2mm)
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图 5  高度为 120mm试件极限荷载的理论与试验结果比较 

Fig.5  Comparison between the analytically predicted and 
experimentally mearsured peak loads for the beams with 

heights 120mm 

从图 4和图 5中可以看出，绝大多数试验点落
在曲线 L 与曲线 U 之间，这说明所取的 ft-max和 gf

的上下限值是合理的。其中，曲线 U代表的是 ft-max

取上限值，且假设局部断裂能沿韧带方向大小均为

无尺寸效应断裂能的值计算出来的极限荷载。显

然，仅有少量的试验点分布于曲线 U上或其外侧。
曲线 L代表一种最差的情况，此时 ft-max取下限值，

且裂缝一起裂，即到达极限状态。ft-max的平均值分

别为 5.2MPa 和 4.5MPa，相对误差分别是±9.6%和
±22%，这在实际工程中是可以接受的。取 ft-max的

平均值及 gf 的上限值计算得到的极限荷载分别见 
图 4和图 5中的曲线 A。 

根据图 4中试验点与曲线 A之间的关系，可以
发现这些试验点可以分为 2个部分。第 1部分(a0 /h= 
0.15~0.2)中，所有的点均在曲线 A 之下。而在第 2
部分(a0 /h = 0.2 ~ a0 /h =0.6)中，试验点几乎均匀地分
布于曲线 A上下两侧，且非常接近该曲线。这说明
该范围内，gf几乎保持不变，大小为无尺寸效应的

断裂能 GF。前已述及，极限荷载大小主要取决于虚

拟裂缝面上的最大应力 ft-max 与初始裂缝尖端区域

局部断裂能 gf。因此，第 1部分中试验点均在曲线
A之下的原因有 2个。一个是该区域内的 ft-max较低。

然而，尽管 ft-max的值有一定的随机性，但从统计意

义上说它是一个材料常数。对于同种材料的三点弯

曲梁，ft-max不可能随缝高比发生变化。因此，唯一

的可能便是该区域内初始裂缝尖端区域的局部断

裂能 gf明显低于第 2 部分中的局部断裂能 GF。根

据文献[11]对混凝土中局部断裂能分布的分析，说
明对于高度为 80mm的砂浆试件，距离试件前边界
为 0.2h(≈8dmax)范围内，局部断裂能 gf大小明显受

到试件前边界的影响。而在距离前边界为 0.2h~0.6h
范围内，局部断裂能大小不受试件前后边界的影

响，因此保持为无尺寸效应的断裂能 GF。但由于该

种高度的梁，最大缝高比只有 0.6，因此试件后边
界的影响尚未体现出来。但根据文献[7]的结论，砂
浆试件的后边界效应是存在的，且文献中仅强调了

试件的后边界效应，未提及前边界的影响。 
图 5中的现象与图 4不同。在缝高比的变化范

围内(0.15~0.75)，试验点几乎始终均匀地分布于曲
线 A的上下两侧。说明该范围内，局部断裂能大小
始终保持为 GF，未受到试件前后边界的影响。这是

因为在高度为 120mm 的梁中，最小缝高比为

0.15(≈9dmax)。按照前面的分析，前边界的影响范围
约为 8dmax。显然，图 5 中试件的 gf均超出了前边

界的影响范围，故而 gf的值几乎保持不变。此外，

缝高比为 0.7和 0.75的试件，试件断裂后发现初始
裂缝尖端有大石子存在，且破坏型式为大石子被拉

断，导致试验测得的极限荷载偏高。因此，从图 5
的试验点与曲线 A 的关系中未发现试件后边界的  
影响。 
实际上，裂缝扩展过程中，紧靠初始裂缝尖端

位置为微裂缝扩展区，该处的局部断裂能应该为

零。随着远离初始裂缝尖端，局部断裂能的值急剧

初始缝高比 a0/h 

极
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上升，这就是所谓的初始裂缝尖端位置的虚拟边界

影响[10]。基于此，结合上述的分析，可以得到砂浆

试件中局部断裂能沿试件韧带方向的三线性分布，

见图 6。显然，砂浆试件中的局部断裂能分布受前

后边界与虚拟边界的影响。且只有当初始缝长及韧

带足够长时，局部断裂能分布在很大范围内才能保

持为无尺寸效应的断裂能 GF。由此按照 RILEM标
准[1]计算出来的断裂能 Gf无明显的尺寸效应。 

 

 
图 6  局部断裂能沿砂浆试件韧带方向的分布 

Fig.6  Local fracture energy distribution along the ligament of mortar specimen 

3  结论 

本文针对砂浆三点弯曲切口梁，基于虚拟裂缝

模型[12]，通过力的平衡及变形协调条件，将梁的荷

载表示为裂缝长度 a与初始裂缝尖端位置裂缝宽度
wt的表达式，并建立了 a与 wt的平衡方程。采用拉

格朗日乘数法，计算得到了梁的极限荷载 Pmax。结

果表明，Pmax的大小取决于虚拟裂缝面上的最大拉

应力 ft-max及初始裂缝尖端区域局部断裂能 gf。进而

进行了不同高度、不同缝高比的砂浆三点弯曲切口

梁试验。通过极限荷载的理论与试验结果的对比，

确定了初始裂缝尖端区域局部断裂能随初始裂缝

长度的变化规律，进而得到了局部断裂能沿试件韧

带方向的分布。结果表明，与混凝土中局部断裂能

的分布规律相似，砂浆局部断裂能分布受试件的前

后边界及裂缝尖端位置的虚拟边界影响，呈三线

性，即远离试件后边界和虚拟边界时，局部断裂能

值几乎保持不变；靠近两个边界时，局部断裂能值

不断降低。由此可见，局部断裂能分布的三线性模

型不仅适用于混凝土，对砂浆等似水泥材料同样 
适用。 
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