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轴向运动超薄梁的非局部动力学分析 
李  成，姚林泉 

(苏州大学城市轨道交通学院，苏州 215006) 

摘  要：基于非局部弹性理论，建立了两端受初始张力的轴向运动超薄梁横向振动的控制方程。与现有的一些仅

仅在控制方程中考虑非局部效应的研究不同，该文同时将非局部效应引入到两种典型的边界条件中，考察了非局

部参数对超薄梁横向振动行为尤其是固有频率和临界速度的影响。结果表明：超薄性使得轴向运动梁的自由振动

固有频率及临界速度降低，经典弹性理论高估了纳米尺度结构的弯曲刚度，轴向运动超薄梁的动力学行为存在明

显的非局部尺寸效应。 
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NONLOCAL DYNAMICAL ANALYSIS ON AXIALLY TRAVELLING 
ULTRA-THIN BEAMS 

LI Cheng , YAO Lin-quan 

(School of Urban Rail Transportation, Soochow University, Suzhou 215006, China) 

Abstract:  Based on the nonlocal elasticity theory, the equation of motion that governs the transverse vibration 
of an axially travelling ultra-thin beam subjected to initial axial tension is established. Unlike some previous work 
which only employs nonlocal effects in the governing equation, the nonlocal small scale parameter is also adopted 
into two typical kinds of boundary conditions to investigate the effects of nonlocal elasticity on vibration 
behaviors, including the natural frequency and critical velocity. It is shown that the ultra-thin character causes the 
natural frequency and critical velocity to decrease, and the classical elasticity theory overestimates the bending 
stiffness of nanostructures. The nonlocal size effects exist obviously in the dynamic properties of such an axially 
travelling ultra-thin beam. 
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轴向运动系统在工程中非常常见，比如磁带、

带锯、缆索、生产过程中的纸张、纤维等，这些设

备中有很多可以简化为两端受初始张力的轴向运

动梁。考虑到轴向运动速度以及张力的影响，此类

系统往往会发生振动现象，而其中又以横向振动为

主，纵向振动及扭转振动等相比可忽略不计。对于

轴向运动宏观梁的动力学问题，目前已有很多研 
究[1―4]。这些研究对于指导宏观尺度下的轴向运动

类梁结构有一定的工程意义，但是却无法直接移植

到小尺度的物体中，这其中一个重要的原因就是尺

寸效应问题。 
很多研究表明，小尺度下物体的力学性能与宏

观尺度下有着很大的不同，甚至完全相反，因此这

也给宏观经典力学在处理小尺度结构时带来了一

定的困难。例如，经典弹性理论给出的微裂纹尖端

应力是奇异的，这在物理意义上难以解释，同时与
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实验现象和原子模拟结果也背道而驰[5]。既然宏观

尺度下的经典弹性理论在处理小尺度问题时，显得

无能为力，在这种情况下，各种新理论体系也就应

运而生了，比如本文将要应用到的非局部理论[6]。

该理论认为原子间的作用力是长程力，而长程力的

思想导致了某点的状态不仅取决于该点自身，还与

“长程”之外的其它各点都有关系。因此对于一点

的应力状态，不能再像经典连续介质力学那样，简

单地认为是同一点应变的函数，而要将其视为连续

体内所有点的应变的函数，据此建立了非局部的本

构关系，代替了经典弹性力学中的广义Hooke定律。

事实上，经典弹性理论认为整体的任何一个组成部

分的性能都等同于整体本身，或者说可以从整体中

任意取出一小部分，取出的部分将保持整体的性质

不变。非局部思想恰恰是质疑了这个观点。非局部

理论最初由 Eringen 等人[5―6]建立，随后虞吉林等发

展了一种非局部的弹塑性连续体模型，并研究了裂

纹尖端的应力分布，结果表明在非局部理论下裂纹

尖端的应力奇异性不再出现[7]。 
目前非局部弹性理论的发展日趋完善，并广泛

应用于位错力学、断裂力学、复合材料中波的传播、

流体表面张力等研究中[8―16]。值得一提的是，关于

纳米结构中非局部效应问题，目前存在两种观点。

第一种观点认为非局部效应的增强将使得结构的

刚度减小[8―12]，但另一种观点却恰好相反，即非局

部效应的增大会引起结构刚度的增强，从而导致了

弯曲挠度的减小及自由振动的频率提高等[13―16]。最

近有研究[17]从超薄结构的梁结构弯曲分析对上述

两种观点做了对比，证明两种可能性都是存在的，

纳米结构的刚度是增强还是削弱，与结构表面原子

的弛豫系数有关。本文将以刚度削弱非局部模型为

基础，对轴向运动超薄梁的动力学行为做一系统分

析。轴向运动微梁有着广阔的应用前景，比如微/
纳机电系统中的微型传送带，以及生物力学中红细

胞等的运动传输都可近似认为是轴向运动超薄微

结构。同时，目前很多研究非局部力学的工作，一

般都是仅把非局部效应引入控制方程，但对于边界

条件，却依然采用了经典连续力学的表达式[10,18]。

然而，在有些情况下，边界条件所体现的非局部效

应可能会更大些。因此，在控制方程和边界条件中

同时考虑非局部作用非常有必要。本文将考虑一个

厚度在纳米量级的轴向运动超薄梁，基于非局部弹

性理论建立运动的控制方程，结合具体的非局部边

界条件，研究超薄梁横向振动的非局部效应。 

1  非局部运动方程 

考虑一个厚度 H 在纳米量级的超薄梁，设其质

量密度为 ρ，横截面积为 A，两端受初始张力 P，
以速度U做轴向运动。轴向坐标X始于梁的最左端，

横向坐标 Y 与轴向垂直，建立笛卡尔坐标系。分析

横向振动时，只考虑小变形，由受力分析可得平衡

方程为[1―3]： 
 2

, , , , ,( 2 ) 0XX XX TT XT XXPW M A W UW U Wρ− − + + =  

(1) 
其中：W 为横向振动位移；M 为非局部弯矩；右下

标表示对物理量求相应次导数。 
非局部理论认为，连续体内一点的应力与其体

域内所有点的应变都有关系。根据 Eringen 提出的

非局部弹性理论，材料本构关系由下式确定[6]： 
 2 2

0[1 ( ) ] 2kl rr kl kle a λε δ μ− ∇ = +t ε  (2) 

其中：tkl 是非局部应力张量；εkl 为应变张量；λ和 μ
为材料的拉梅常数；e0是一个依赖于各种不同材料

的常数；a 为材料的内特征长度(比如，晶格常数、

裂纹长度等)。非局部的弹性关系在一维情形下可以

简化为： 
  2

0 ,( ) XXe aσ σ σ ′− =  (3) 

其中：σ是非局部应力，而 σ′是经典应力。 
对式(3)两端同时乘以−YdA 并且同时对整个横

截面积分得[8]： 
 2

0 , ,( ) XX XXM e a M EIW− =  (4) 

其中： d
A

M Y Aσ= −∫∫ ； 2d
A

I Y A= ∫∫ 是截面对 X

的惯性矩。 
由式(1)、式(4)两式可得轴向运动超薄梁横向振

动的控制方程、非局部弯矩 M 及剪力 S 分别为： 
2

, , , ,( 2 )XX TT XT XXPW A W UW U Wρ− + + −  
2

0 , , ,( ) [ ( 2XXXX XXTT XXXTe a PW A W UWρ− + +    
2

, ,)]XXXX XXXXU W EIW=                (5) 
2

0 , , ,( ) [ ( 2XX TT XTM e a PW A W UWρ= − + +  

,
2

, )] XXXX EIWU W +                    (6) 
2

0 , , ,( ) [ ( 2XXX XTT XXTS e a PW A W UWρ= − + +  

,
2

, ,)] XXXXXX XEIWU W PW+ −            (7) 

采用如下的无量纲量： 
1x XH −= ， 1w WH −= ， 2 1/2( / ( ))u U AH EIρ= ， 
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4 1/2( / ( ))t T EI AHρ=            (8) 

那么式(5)、式(6)、式(7)三式相应变为： 
2 2

, , , ,( ) 2tt xx xt xxttw u p w uw wτ+ − + − −  
2 2 2 2

, ,2 ( 1) 0xxxt xxxxu w u p wτ τ τ− − − =   (9) 
2 2 2 2 2

, , ,( 1) 2xx tt xtm p u w w u wτ τ τ τ= − + − −     (10) 
2 2 2 2 2

, , , ,( 1) 2xxx xtt xxt xs p u w w u w pwτ τ τ τ= − + − − −  

(11) 
其中， 0 /e a Hτ = 、 2 / ( )p PH EI= 、 / ( )m MH EI= 、

2 / ( )s SH EI= 分别为非局部参数(内外特征长度之

比)、无量纲的初始张力、非局部弯矩及剪力。 
对于横向小变形的超薄梁，可设其横向位移为： 

 i( , ) ( )e , 1,2,3,nt
nw x t x nωφ= =  (12) 

其中： ( )n xφ 是主振型函数；ωn 是无量纲化的固有

频率；i 是虚数单位。 
把式(12)代入式(9)可得： 

2 2 2 2
, ,2i ( )n n n n x n n xxu u pω φ ω φ τ ω φ− + + + − −  

2 2 2 2
, ,2i ( 1) 0n n xxx n xxxxu u pω τ φ τ τ φ− − − = (13) 

既然式(13)是一个四阶的常微分方程，其解可

以设为： 
1 2 3 4i i i i

1 2 3 4( ) (e e e e )n n n nx x x x
n n n n nx C C C Cλ λ λ λφ = + + +  

  (14) 
这里 ( 1,2,3,4)jnC j = 是 4 个积分常数，可由具

体的边界条件定出， ( 1,2,3,4)jn jλ = 满足下面的色

散方程，此方程也可将试解 i( ) e n x
n nx C λφ = 代入   

式(13)而得： 
2 2 2 2 22 ( )n n n n nu u pω ω λ τ ω λ+ + + − +  

2 3 2 2 2 42 ( 1) 0n n nu u pτ ω λ τ τ λ+ − − =    (15) 

2  边界条件 

为了具体探寻非局部效应对超薄梁动力学行

为的影响，本节将讨论两种常见的边界条件，包括

两端简支以及悬臂梁。此外，对无量纲化的运动速

度以及初始张力的影响也将做出详细分析。 
2.1  两端简支超薄梁 

对于两端简支梁，要求其位移和弯矩在两端分

别为零。如前所述，弯矩应该使用非局部表达式，

而非经典形式(对经典形式即令非局部弯矩表达式

中 0τ = ，得 c ,xxm w= )，如下式所示： 

(0, ) 0, (1, ) 0, (0, ) 0, (1, ) 0m t m t w t w t= = = =  (16) 

把式(10)代入式(16)得： 

2 2 2
,( 1) (0, )xxp u w tτ τ− + −  

2 2
, ,(0, ) 2 (0, ) 0tt xtw t u w tτ τ− = ， 

(0, ) 0w t = ， 
2 2 2

,( 1) (1, )xxp u w tτ τ− + −  
2 2

, ,(1, ) 2 (1, ) 0tt xtw t u w tτ τ− = ， 

(1, ) 0w t =                            (17) 

再把式(12)代入式(17)，对所得结果考虑式(14)
式，化简整理可得： 

1 2 3 4

1 2 3 4

i i i i
2

1
1 2 3 4 3
i i i i

41 2 3 4

1 1 1 1 1 0
e e e e 0

0
0e e e e

n n n n

n n n n

n
n

n

n

CC C
C

λ λ λ λ

λ λ λ λ
δ δ δ δ

δ δ δ δ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

 

(18) 
其中： 

j jn jnkδ μ= − + ， 2 2 2 2( 1)jn jnk p uλ τ τ= − + ， 
2 2 22jn n jn nuμ ω τ λ τ ω= + ， 1,2,3,4j = 。 

为了求得非平庸系数解，式(18)左边矩阵的系

数行列式必须为零，即： 

1 2 3 4

1 2 3 4

i i i i

1 2 3 4
i i i i

1 2 3 4

1 1 1 1
e e e e 0

e e e e

n n n n

n n n n

λ λ λ λ

λ λ λ λ
δ δ δ δ

δ δ δ δ

=  (19) 

2.2  悬臂超薄梁 
设悬臂超薄梁固定端在 0x = ，自由端在 1x = ，

边界条件要求固定端位移和转角、自由端非局部的

弯矩和剪力均为零，如下式所示。 
,(0, ) 0, (0, ) 0,xw t w t= =  

(1, ) 0, (1, ) 0m t s t= =            (20) 

类似地，综合式(10)、式(12)、式(14)及式(20)，
可得： 

1 2 3 4 2
1

1 2 3 4 3

1 2 3 4 4

1 1 1 1 1 0
i i i i 0

0
i i i i 0

n n n n n
n

n n n n n

n

CC C
C

λ λ λ λ
ξ ξ ξ ξ
α α α α

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

  (21) 

其中， ( )j jn jn jnα λ ξ ζ= − ，
ie jn

jn p λζ = ， 1,2,3,4j = ，

i2 2 2 2 2 2 2[ ( 1) 2 ]e jn
jn jn n n jnp u u λξ λ τ τ ω τ ω τ λ= − − + + + 。 

同样由系数行列式为零可得： 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 1 2 2 3 3 4 4

1 1 1 1
i i i i 0

i i i i

n n n n

n n n n

n n n n

λ λ λ λ
ξ ξ ξ ξ
λ α λ α λ α λ α

=  (22) 
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2.3  结果及讨论 
综合式(15)及式(19)两式，可以得到两端简支轴

向运动超薄梁的固有频率与非局部参数、轴向运动

速度及轴向张力等的关系，如图 1 所示，其中第 1
阶固有频率(图 1(a))还同时表示出了非超薄梁的结

果[2―3](非超薄梁即 0H e a>> 或者 0 /e a Hτ = 趋于

零)，以便与超薄梁结果作对比。可见考虑非局部效

应之后，轴向运动超薄梁的固有频率减小，并且随

着频率阶数的增加，频率下降幅度也在增大。因此

就梁的厚度来说，结构的超薄性引起了振动固有频

率的降低，亦即结构的弯曲刚度减小，这也印证了

本文研究是以非局部刚度削弱模型为基础。以 1u = ， 
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(b) 第 2 阶 
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图 1  两端简支条件下固有频率随非局部参数的变化 
Fig.1  Variations of the natural frequencies with respect to 

nonlocal parameter under simple supports condition 

1p = 时为例，相比于经典非超薄梁解 ( 0)τ = ，当

非局部参量τ 增加到 0.2 时，前 3 阶无量纲频率分

别下降 16.8%、38.9%和 54.0%，可见传统的连续介

质力学高估了微结构横向自由振动的固有频率，对

于纳米量级的超薄梁，尺寸效应无法忽略。除了非

局部参量之外，无量纲运动速度的增加也使得固有

频率降低；同时，随着无量纲初始张力的提高，无

量纲振动频率随之增大。 
图 2 给出了前 3 阶无量纲固有频率与轴向运动

速度的关系，其中 0.1τ = ， 1p = 。前两阶频率与

Öz 和 Pakdemirli 的轴向运动宏观简支梁结果[2]做了

对比，本文 2 / ( ) 1p PH EI= = 对应于文献[2]中无量

纲化的刚度 2 1/2( / ( )) 1fv EI PH= = 。对比再次揭示

了经典连续介质力学高估了轴向运动微梁的固有

频率。同时发现，在轴向速度不太大的情况下，非

局部效应下的频率随着运动速度增加而减小。当速

度到达一定大小时，前 3 阶频率都会出现接近于零

频率的临界点，此后将随着轴向速度的增加而增

加，并且增加到一定时，又会到达第 2 个临界点，

使得频率再次随轴向速度的增加而减小。如果将第

1 阶频率的第 1 个临界点下的速度称为临界速度

ucr，那么可以求得临界速度随非局部参数的变化，

如图 3 所示。这里需要指出的两点是，第一，本文

所研究的临界速度指的是使基频达到最小值的运

动速度，这与传统意义上的临界速度概念有所区

别。传统的临界速度是指速度达到某个值时，振动

特别剧烈。第二，Öz 和 Pakdemirli 关于轴向运动宏

观简支梁的研究[2]，并未涉及到临界速度现象，但

随着轴向运动速度的增大，轴向运动的宏观梁也会

出现临界速度现象[1]。由图 3 可见临界速度随着非

局部参数的增加而减小，但随着轴向拉力的增加而

增大。 
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图 2  两端简支条件下固有频率随轴向速度的变化 

Fig.2  Variations of the natural frequencies with respect to 
axial velocity under simple supports condition 
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图 3  两端简支条件下临界速度随非局部参数的变化 

Fig.3  Variations of critical speed with respect to nonlocal 
parameter under simple supports condition 

同样地，综合式(15)及式(22)，类似结论也体现

在悬臂超薄梁的固有频率上，如图 4 所示。同时也

可以发现，悬臂超薄梁比起两端简支时频率偏小。

这里横坐标即非局部参量我们选取 0 到 0.12，实际

上当 0τ = 可视为梁厚度相比于内特征尺度相当大，

即宏观尺度下的梁结构；而当 0.12τ = 时，以硅材

料为例，a=0.543nm，e0=0.39 [6]，那么对应的厚度

约为 1.76nm。也就是说，这里我们考虑的是梁(假
如是硅梁)厚度从 1.76nm 变化到宏观尺度时的频率

改变情况。 
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(c) 第 3 阶 

图 4  悬臂超薄梁固有频率随非局部参数的变化 
Fig.4  Variations of the natural frequencies with respect to 

nonlocal parameter under cantilever condition 

图 5 给出了固有频率随轴向运动速度的关系，

类似的频率临界点现象描述了轴向运动超薄梁的

临界速度，如图 6 所示。对比发现，非局部参数对

于超薄悬臂梁临界速度的影响没有对于两端简支

情况那么明显。 
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图 5  悬臂超薄梁固有频率随轴向速度的变化 

Fig.5  Variations of the natural frequencies with respect to 
axial velocity under cantilever condition 
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图 6  悬臂超薄梁临界速度随非局部参数的变化 

Fig.6  Variations of critical speed with respect to nonlocal 
parameter under cantilever condition 
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此外，本文的研究思路也可适应于分析轴向运

动超薄梁横向振动的振型模态，即只要根据式(15)、
式(18)、式(19)、式(21)和式(22)等确定出给定边界

条件下的 Cjn 和 λjn，再结合式(14)，即可得到振型

的相关表达。限于篇幅，本文不再对此作具体讨论。 

3  结论 

本文研究了轴向运动超薄梁的横向振动行为，

引入非局部理论来考察其动力学行为的尺寸效应

现象，结论如下： 
(1) 当梁的厚度非常小时(比如纳米量级)，轴向

运动梁的动力学行为尤其是固有频率的非局部效

应显著。非局部参量及轴向运动速度的增加使得固

有频率下降，而大的初始张力则增加了梁的固有频

率。另外，超薄性使得梁的自由振动固有频率对比

于经典非超薄梁显著降低。  
(2) 阶数越高，固有频率的下降幅度越明显；

同时可以推知轴向运动超薄梁的主振型函数及横

向位移也存在非局部效应。 
(3) 轴向运动超薄梁存在临界速度，使得固有

频率接近于零。临界速度也受到非局部参量及初始

张力的影响，前者使其减小，后者则使其增大。 
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