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基于 有限元溃坝流数值模型

王大国 1,2，Tham Leslie George2，水庆象 3，刘  霞 2 

(1. 大连大学材料破坏力学数值试验研究中心，大连 116622；2. 香港大学土木工程系，香港 999077；3. 大连大学信息工程学院，大连 116622) 

摘  要：用基于特征线的算子分裂(CBOS)有限元法求解 Naiver-Stokes 方程：即在每一个时间层上，采用算子分

裂法将 N-S方程的对流项与扩散项分开求解，对流项离散采用特征线-Galerkin法，显式求解。流体自由表面跟踪

采用浓度法，建立了新的水波模型。经过下游河床有水、无水溃坝模型的验证，表明该模型能精确模拟带自由表

面流体运动问题。同时，研究了下游河床无水时溃坝模型自由水面运动特征；探讨了下游河床有水时溃坝模型中

涌浪波形成原因、波浪翻卷形成过程，并分析了涌浪波与下游河床水体冲击接触瞬间，下游河床压力突然增大这

一现象。 
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NUMERICAL MODEL OF DAM BREAKING FLOW WITH CBOS FINITE 
ELEMENT METHOD 

WANG Da-guo1,2 , THAM Leslie George2 , SHUI Qing-xiang3 , LIU Xia2 
(1. Research Center for Numerical Tests on Material Failure, Dalian University, Dalian 116622, China; 

2. Department of Civil and Structural Engineering, the University of Hong Kong, Hong Kong 999077, China; 

3. Department of Information Engineering, Dalian University, Dalian 116622, China) 

Abstract:  A new finite element method, which is the characteristic-based operator-splitting (CBOS) algorithm, 
is adopted to solve Navier-Stokes (N-S) equations. In each time step, the equations are split into a diffusive part 
and a convective part. The convective part is discretized using the characteristic Galerkin method and solved 
explicitly. The moving interface is captured by the pseudo-concentration method, thus, a new wave model is 
established. Through the validation of dam break failure onto a downstream dry bed or a wet bed, it is shown that 
the present model can accurately simulate the generation and the transmission of the dam breaking flow. We also 
study the evolution characteristics of the free surface in the dry bed case. Meanwhile, the generation of surge 
waves and the formation of curling waves are discussed for the wet bed case. In addition, it is analyzed that the 
pressure of the downstream bed suddenly increases under the impact of the surge waves on the water body of the 
downstream wet bed. 
Key words:  fluid mechanics; dam breaking; CBOS finite element method; Pseudo-concentration method; wave 

model 
 
溃坝是一种具有代表性的自由表面流动，它的

研究对水利工程具有重要实际意义。目前主要研究

方法有室内物理模型实验[1―2]和数值模型试验。数

值模型试验主要有两种方法：一种是以浅水方程为
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背景，采用数值方法求解不同时刻、空间位置上的

水面高程[3―5]；另一种方法是通过界面捕捉手段，

计算自由表面的时空演化过程。后一种方法主要关

注：一是 Navier-Stokes(N-S)方程的数值方法；二是
自由表面的捕捉方法。 

N-S 方程的数值方法主要有有限差分、有限体
积和有限元。求解 N-S方程有限元方法主要有传统
的Galerkin法[6]、Petrov-Galerkin (P-G)法[7]、Galerkin
最小二乘法[8]、Taylor-Galerkin(T-G)法[9]、基于特征

线的分裂算法(CBS)[10]、算子分裂法[11―12]、基于特

征线的算子分裂法(CBOS)[13]。CBOS 算法结合了
CBS算法和算子分裂法的优点，采用算子分裂技术
将 N-S方程分裂成扩散项和对流项，既能考虑对流
占优特点又能顾及方程的扩散性质；对流项的求解

借鉴了 CBS法的简单显式特征线时间离散，其思想
包括局部 Taylor展开。沿特征线离散的方程给出了
附加的沿流线的稳定扩散项，这与以往采用人工或

经验因子修正权函数的方法不同，从而避免了 P-G
法等其他有限元法合理选择权函数的困难；对流项

为显示算法，可克服对流占优时，在总时间步长不

变的条件下，求解对流项采用更小时间步长带来的

计算量大的问题。 
自由表面捕捉方法主要有 Marker and Cell 

(MAC)法[14]、Volume of Fluids (VOF)法[15]、Level set
方法[16]、Pseudo-concentration Method (PCM)[17―18]。

PCM方法是在整个计算域内定义一个浓度函数，通
过求解双曲线方程来确定流体自由表面。该方法不

仅精确跟踪流体自由表面的位置，而且计算效率高

于 Level set方法[17―18]。 
本文用 CBOS有限元法求解 N-S方程，流体自

由表面跟踪采用 PCM方法，建立了新的水波模型，
通过下游河床有水、无水模型的验证，表明该模型

能精确模拟带自由表面流体运动问题。 

1  N-S方程 
二维非定常粘性不可压缩流动(忽略能量损失)

可由连续方程和 N-S方程(统称 N-S方程)控制，其
无量纲形式表示为： 
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式中： , 1,2i j = ； 1 2( , ) ( , )u u u v= ，u为水平方向速

度，v为垂向速度； p为压力； t为时间；Re为雷
诺数； 1f 为水平方向外力； 2f 为垂向方向外力；

1 2( , ) ( , )x x x y= ， x是水平坐标， y是垂向坐标。 

2  N-S方程计算方法及有限元求解 

2.1  算子分裂法 
本文采用算子分裂法将控制方程式(1)和式(2)

分成扩散项： 
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和对流项： 
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式中： n
iu θ+ 为扩散项式(3)在 1n+ 时刻的解，同时

是对流项式(4)在 1n+ 时刻的初值； 1n
iu + 是对流项在

1n+ 时刻的解，同时也是 N-S 方程式(1)~式(2)在
1n+ 时刻的解。 

2.2  对流项的特征线法 
一维标量对流方程形式为： 
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式(5)的特征线方程为： 
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令 
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对式(7)微分，得： 

d d dx x u t′ = −                (8) 
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沿特征线对流方程可以写成： 

[ ( ), ] 0x t t
t

φ ′∂
=

∂
             (10) 

因此φ 沿特征线的值不变： 
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式中： u tδ = ∆ ( t∆ 为时间步长)，u为u沿特征线的
平均值。对u近似[19]： 
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由 Taylor展开(将 n
xu δ− 进行 Taylor展开，得)： 
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将式(13)代入式(12)，得： 
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将式(14)代入式(11)，得： 
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式(15)中：
1

1/2

2

n n
n u uu

+
+ +

= 。为得到完全显式形式，

对 1/2nu + 进行近似： 
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将式(16)代入式(15)并略去高阶项得： 
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推广到二维非线性对流方程的情况即得对流项式(4)
的时间离散方程： 
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(18) 
式中： 1,2k = 。式(18)中最后一项即直接由对流方
程推导出来的沿流线的稳定扩散项。 
2.3  有限元求解 
2.3.1  扩散项有限元求解 
对扩散项采用向后差分进行时间离散，省略 p

的上标并简记 n
iu θ+ 为 iu ： 
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取单元为九节点四边形单元，速度插值采用九节

点，压力插值采用四节点(单元的角节点)，应用标

准Galerkin法对式(19)进行有限元空间离散，可得： 
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式中： Nα、 Nβ为二次插值函数； lM 为线性插值

函数； 1,2, ,mα = L ； 1,2, ,mβ = L ； 1,2, ,l h= L ；

9m = 为插值单元内速度节点个数； 4h = 为插值单

元内压力节点个数； ijδ 为置换算子， ij i ju uβ βδ = 。 
求解式(20)可得 n

iu θ+ 和压力 1np + 。 

2.3.2  对流项有限元求解 
同扩散项处理方法一样，由标准 Galerkin法建

立式(18)的弱形式(省略上标)： 
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对式(21)最后一项分部积分(忽略边界项的影响)得： 
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由式(22)得： 
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式中：Nγ 、Nη为二次插值函数； , 1,2, ,mγ η = L 。 
求解式(23)可得 1n

iu + 。 

3  自由表面处理 
流体自由表面跟踪采用浓度法[17―18]，其控制方

程为： 

0C C
t

∂
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u            (24) 
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式中：C为浓度。初始时刻，设空气单元的浓度为
0，水单元的浓度为 1，如果单元的浓度介于 0和 1
之间，表明该单元就是水与空气的交界面。式(24)
的求解与对流项式(4)的求解方法一样，采用特征 
线-Galerkin法。 

4  边界条件处理及求解过程 
4.1  边界条件处理 
本文采用 CBOS有限元法求解 N-S方程，求解

过程中只需给出扩散项的边界条件。扩散项是一个

抛物型方程，本文采用的是可滑移边界条件，即

=0i iu n 。 
4.2  求解过程 
当 n时刻求解完，求解 1n + 时刻时，流体自由

表面的跟踪过程为： 
1) 以 n时刻的速度场 n

iu 和压力场 np 作为初
值，求解扩散方程式(3)，得到 1n+ 时刻速度场的过

渡值
n
iu θ+
和压力场 1n+p 。 

2) 以 n
iu θ+ 作为初值，求解对流方程式(4)，得

到 1n+ 时刻速度场 1n
iu + 。 

3) 根据速度场，求解方程式(24)，得到 1n+ 时

刻的浓度场。 
4) 根据水、空气的初始密度 Aρ 、 Bρ ，初始粘

性系数 Aµ 、 Bµ 和浓度场，由下列方程： 
(1 )A BC Cρ ρ ρ= + −            (25) 

 (1 )A BC Cµ µ µ= + −            (26) 

求解N-S控制方程中每个单元新的密度 ρ和粘
性系数 µ。 

5) 转到下一时刻，重复 1)~4)的求解。 

5  模型验证 

溃坝问题在水利工程中具有重要的实际运用

价值，也是验证自由表面问题最直接有效的方法，

本文分别从下游河床有水、无水溃坝模型对该模型

进行了验证，同时对溃坝模型自由水面运动特征进

行了研究。 
5.1  下游河床无水溃坝模型的验证 
模型布置如图 1所示，图中H 是上游库区水位

高度。边界条件取左右两侧和上下底面都为可滑移

边界条件。整个计算区域划分成120 48× 个 9 节点
四边形均匀规则网格。 

x

y

H

0.2H

H 2H

O A B C D E

0.5H

0.25H0.25H

0.5H 0.5H

 
图 1  下游河床无水溃坝模型示意图 

Fig.1  Schematic diagram of dam breaking flow for the dry 
bed case 

计算中取 0.05175H = m，重力加速度为
2=9.81m/sg ，水的密度 31000kg/mAρ = ，空气密

度 30.01kg/mBρ = ，水的粘性系数 0.01Aµ = Pa·s，
空气的粘性系数 0.0001Bµ = Pa· s，时间步长

0.001t∆ = s。 
图 2给出了流体流动前锋到达位置及库区左侧

水柱高度随时间的变化关系。图 2中，实线是本模
型计算结果、圆点是 Kim等人[20]的计算结果、方点

是 Martin 等人[21]的物理模型实验结果。为便于比

较，采用无量纲化的 * *x t− 、 * *y t− 、
* *p t− 曲线

表示。其中 *x 、 *y 、 *p 、 *t 分别代表无量纲化后
流体流动前锋到达位置、库区左侧水柱高度、流体

压力和时间： 
* /x x H=                 (27) 
* /y y H=                 (28) 
* /p p gHρ=             (29) 

* /t t g H=               (30) 
由图 2可知，本文的模型能够准确模拟下游河

床无水时溃坝波传播的速度和库区水位下落的过

程。为了进一步说明溃坝流动的过程，图 3给出了
不同时刻水体演化特征和压力等值线图。从图 3中
可以看出：1) 水体自右上端塌落，且随着时间的推
移，水流前锋位置向前移动的速度加快，顶部水位

逐渐降低；2) 在溃坝位置附近河床上各点压力分布
不满足静水压力分布，这也可以从图 4中河床上各
点压力随时间的变化历程可以看出。在图 4中，溃
坝坝址附近河床上的各点点压力随时间是先增加，

后减小，再趋于稳定。在下游，距离溃坝坝址约一

个H 后，河床上各点压力基本满足静压力分布，这
与Quecedo等人[22]采用基于N-S方程两相流的研究  
一致。 
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(a) 前锋位置随时间的变化 
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(b) 左侧水柱高度随时间的变化 

图 2  溃坝前锋位置和左侧水柱高度随时间的变化 
Fig.2  The time history of forward position of the dam 

breaking flow and height of the left water column 

 

  
(a) t*=0.1377 

 

 
(b) t*=0.5508 

 

 
(c) t*=1.1014 

 

 
(d) t*=1.6522 

图 3  溃坝流中各个时刻水体演化特征和压力等值线图 
(上图：水体演化特征；下图：压力等值线) 

Fig.3  Characteristic of water evolution and pressure contour 
at different instant (Up: Characteristic of water evolution; down: 

pressure contour) 
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图 4  下游河床无水溃坝时河床上各点压力随时间的变化 

(图中各点压力位置如图 1所示) 
Fig.4  Evolution of the pressure at the control points 

(Location of the control points shown in Fig.1) 

5.2  下游河床有水溃坝模型的验证 
模型布置如图 5所示。在计算域的左右两侧和

上下底面均为可滑移边界条件。整个计算区域划分

成180 (40 5)× + 个 9节点四边形均匀规则网格。 
计算中取 0.1H = m，时间步长 0.001t∆ = s，其

余计算各参数与算例 5.1中的计算参数一样。 
图 6 给出了溃坝流中各个时刻的自由表面形

态。为方便比较，图 6中采用式(27)~式(30)无量纲
化的坐标。在溃坝的初始时刻，由于 M 点(如图 5)
朝右上方的速度远大于其它点的速度[1]，在溃坝不

久，在溃坝位置处形成这个方向上的涌浪波(如   
图 6(a)~图 6(b))，这与 Stansby等人[1]的研究结果一 
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图 5  下游河床有水的溃坝流计算模型 

Fig.5  Schematic diagram of dam breaking flow for the wet bed case 

 
(a) t*=0.3366 

 
(b) t*=0.6534 

 

(c) t*=0.9702 

 

(d) t*=1.287 

 
(e) t*=1.584 

 
(f) t*=1.9008 

 
(g) t*=2.2275 
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xO R T  
(h) t*=2.2572 

图 6  下游河床有水溃坝流中各个时刻 
水体演化特征 

Fig.6  Characteristic of water evolution at different instant on 
a wet bed case 

样；随着时间的推移，M点朝右上方的速度相对逐
渐减小，但涌浪的高度却不断增加(如图 6(c))；随
着时间的继续增大，M点的速度逐渐以水平速度为
主，在溃坝位置处不再出现涌浪现象，现有的涌浪

波向下游传播(如图 6(d)~图 6(h))；在 t*=1.287前后，
在涌浪高度不断增加的同时，涌浪波前面的水头在

重力作用下，开始向下运动，并逐步形成波浪翻卷

现象；在 t*=2.2572时，涌浪波最前端水头与下面水
体接触，产生水花飞溅现象。这一研究结果与

Quecedo等人[22]采用基于 N-S方程两相流的研究结
果一致，但在 Quecedo等人[22]的研究中，没有分析

出涌浪波产生的原因；同时把研究结果与 Quecedo
等人[22]采用浅水方程的解析解结果也进行了比较，

本模型在溃坝初期，波前峰随时间演进的位置落后

于浅水方程模型，但随着时间的推移，本模型波前

峰位置逐渐与浅水方程模型一致，这是由于浅水方

程中忽略了垂向速度、波前峰位置随时间演进速度

不变所引起的，这一研究结果与 Quecedo[22]、

Mohapatra[23]等人的研究结果一致。 
图 7给出了河床上各点无因次压力随无因次时

间的变化关系图(图 7 中各点的位置如图 5 所示)。
在溃坝位置附近，压力的变化和下流河床无水的情
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况一样，是先增大，后减小，最后趋于稳定。从    
图 7中 E、F、G、I、J各点的压力可以看出，当涌
浪波最前端水头与下面水体接触瞬间(t*=2.2572)，
在接触点(图 6(h)中 T点)与涌浪波最高水头(图 6(h)
中 R 点)之间压力突然增大，主要是因为当涌浪波
最前端水头与下面水体冲击接触时，产生瞬间动压

力所致，这在 Quecedo等人[22]的两相流模型研究中

没有体现出来。 

 
(a) 坝体位置处右边河床上各点压力随时间的变化 
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(b) 坝体位置处左边河床上各点压力随时间的变化 

图 7  河床上各点无因次压力随无因次时间变化关系图 
(图中各点压力位置如图 5所示) 

Fig.7  Evolution of the pressure at the control points 
(Location of the control points shown in Fig.5) 

通过下游河床有水溃坝模型的验证表明本文

所建模型相对 Quecedo 等人 [22]浅水方程模型、

Mohapatra 等人[23]欧拉方程模型，与 Quecedo 等   
人[22]的两相流模型一样，更能精确模拟下游河床有

水时溃坝波自由表面演化形态和河床上各点压力

变化过程；但相对 Quecedo等人[22]的两相流模型，

本文还探讨了下游河床有水时溃坝模型中涌浪波

形成原因，并分析了涌浪波与下游河床水体冲击接

触瞬间、下游河床压力突然增大这一现象。 

6  结论 
本文用基于特征线的算子分裂(CBOS)有限元

法求解 N-S方程，流体自由表面跟踪采用浓度法，
建立了新的水波模型。 
通过与 Kim等人[20]的计算结果、Martin等人[21]

的物理模型结果对比表明，该模型能精确模拟下游

河床无水时溃坝波传播的速度和库区水位下落的

过程，并得出下游河床无水时溃坝模型自由水面运

动特征：(1) 水体自右上端塌落，且随着时间的推
移，水流前锋位置向前移动的速度加快，顶部水位

逐渐降低；(2) 在溃坝位置附近河床上各点压力分
布不满足静水压力分布，而是随着时间先增加，后

减小，再趋于稳定；(3) 在河床下游距离溃坝坝址
约一个库区水位高度后，河床上各点压力基本满足

静压力分布。 
利用该模型对下游河床有水时的溃坝模型进

行了研究，并把该结果与 Quecedo等人[22]的两相流

模型计算结果进行了对比，结果表明：(1) 溃坝时
在溃坝坝址处水体产生一个斜向上的速度，且这个

方向上的速度远大于其它方向上的速度，因此产生

在这个方向上的涌浪波；(2) 涌浪波在重力和后面
溃坝波的共同作用下，逐渐形成波浪翻卷现象；(3) 
涌浪波最前端水头与下游河床水体接触瞬间，由于

瞬间动压力作用，在接触点与涌浪波最高水头之间

压力突然增大。 
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