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索梁结构非线性振动有限元分析
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摘  要：为了更全面、精确地进行包括斜拉索参数振动在内的索梁结构非线性振动分析，该文采用索单元和去除

自重的非线性动力计算方法，实现了能考虑参数振动的拉索非线性振动有限元方法；采用扩大 Rayleigh阻尼矩阵，

可以同时考虑主梁的阻尼和相对较小的拉索阻尼；将这些计算方法植入自编程序 NL_Beam3D中以考虑斜拉索与

主梁之间的相互作用。以 1993 年 Fujino 进行的索梁结构试验为算例，分析表明该方法能较正确地模拟索梁结构

中副不稳定区域和主不稳定区域的拉索参数振动。 
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FINITE ELEMENT ANALYSIS FOR NONLINEAR VIBRATION OF 
CABLE-BEAM STRUCTURE 

WU Qing-xiong1 , WANG Wen-ping2 , CHEN Bao-chun1 
(1. College of Civil Engineering, Fuzhou University, Fuzhou, Fujian 350108, China; 2. ZhiCheng College, Fuzhou University, Fuzhou, Fujian 350002, China) 

Abstract:  In order to analyze the nonlinear vibration including parametric vibration of a cable-beam structure 
accurately, a cable element and a procedure for removing the self-weight term are proposed for the parametric 
vibration finite element analysis of cables. The extended Rayleigh damping considering element damping for the 
damping matrix is also proposed for considering the damping of the beam and the relatively small damping of the 
cable. Those methods are implemented in the self-coded program NL_Beam3D, to consider the interaction 
between a stay cable and a beam. Through the case of a cable-beam structure experiment by Fujino in 1993, the 
parametric vibration in the secondary or principal unstable regions can be modeled exactly using the proposed 
methods. 
Key words:  bridge engineering; nonlinear vibration; finite element method; cable-beam structure; stay cable; 
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根据诱发原因的不同可将斜拉桥中斜拉索的

振动分为风致振动和主梁与主塔振动引起的拉索

非线性振动[1]。许多研究者对风致振动进行了大量

的试验和理论研究。主梁与主塔振动引起的拉索非

线性振动使拉索振动位移较大，其中参数振动是拉

索非线性振动中一个重要内容[2]。参数振动是指外

荷载的卓越振动频率接近于拉索的固有振动频率

(1∶1 副不稳定区域)或拉索固有振动频率的 2 倍

(2∶1主不稳定区域)时，拉索会产生大振幅横向振
动[3]。 
自 Kovács 第一次用参数振动来解释拉索大振

幅振动现象后[4]，各国研究者对单索的参数振动进

行了大量理论研究。Tagata针对不计垂度的拉索研
究了 1∶1 副不稳定区域的参数振动，推导了无量
纲的Mathieu方程[5]。Takahashi用谐波平衡方法和
特征值法，计算了扁平索参数振动的 1∶1 和 2∶1
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不稳定区域边界和组合共振情况[6]。Lilien推导了参
数振动的无量纲公式，可用于计算拉索在参数激励

下的最大振幅和稳态振幅[7]。Caetano将拉索参数振
动的成果总结在文献[8]中。 

由于把斜拉索单独取出进行分析，使得无法考

虑斜拉索发生大振幅振动后对斜拉桥主要构成结

构——主梁和主塔的影响。Abdel-Ghaffar指出斜拉
索的局部振动会对主梁产生较大的影响[9]，因此，

一些研究者将斜拉桥简化为索梁结构，以考虑主梁

与斜拉索之间的相互作用。Fujino 进行了索梁结构
的室内试验，在梁端作用周期荷载，观测索和梁的

振动情况[10]。周海兵进行了索梁结构的非线性动力

特性实验研究，分析了索与梁之间的耦合作用[11]。 
以上单索或索梁结构中拉索参数振动的计算，

均采用了理论解析的方法，要推广到斜拉桥整体计

算中比较困难。如果采用有限元法，就可以对斜拉

桥进行整体分析，但是，采用现有的桁架单元或弦

单元只能计算拉索的强迫振动，无法考虑拉索参数

振动。因此，需要采用能考虑参数振动的索单元，

才能在斜拉桥整体分析中考虑拉索参数振动和主

梁-主塔与斜拉索之间的相互作用。本文首先推导能
考虑拉索非线性振动的索单元及相关的动力计算

方法，并将其植入自编程序 NL-Beam3D 中以同时
考虑拉索参数振动和主梁的振动，然后以 1993 年
Fujino 进行的索梁结构试验为对象，进行了验证性
计算和非线性特性分析。 

1  空间索的有限元方法 

1.1  索单元刚度矩阵 
在这里采用文献[12]提出的两节点索单元来模

拟空间索。如图 1(a)所示，整体坐标系(X, Y, Z)下索
的一个单元 i-j，在局部坐标系(X*, Y*, Z*)下的几何
参数如图 1(b)。该单元轴向定义为 X*轴，Y*和 Z*
轴按照右手法则进行定义。索单元初始长度为 L0，

初始轴力为 P0。 

从图 1(b)可知，在局部坐标系(X*, Y*, Z*)中，
单元 i节点和 j节点的位移分别为(ui, vi, wi)和(uj, vj, 
wj)，则两节点间相对位移量(u, v, w)为： 

j iu u u= − , j iv v v= − , j iw w w= −    (1) 

局部坐标系中单元变形后的轴力和位移见  
图 1(b)，伸长量 e和轴力 P为： 

2 2 2
0 0( )e L u v w L= + + + − , 0 c c 0/P P E A L e= + ×  

(2) 
式中：Ec和 Ac分别为索的弹性模量和截面积。 

设 R、S、T为局部坐标系中索单元沿 X*、Y*、
Z*的内力，则有： 
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因此，可以得到该单元的内力平衡方程为： 

0

0 0 0

L u v wP
L e L e L e

+− − − + + +
 

T
0

0 0 0

eL u v w
L e L e L e

+  =+ + + 
F  (4) 

式中： {    }e R S T R S T= − − −F 是单元两端

的力；−R、−S、−T、R、S、T分别是局部坐标系下
i节点和 j节点沿各轴的内力。 

 

(a) 整体坐标系            (b) 局部坐标系 

图 1  索单元的整体和局部坐标系 
Fig.1  Cable element in global and local coordinate system 

将式(4)对位移进行变分，即： 
δ δe e e=K X F          (5) 

可得到单元刚度矩阵 eK ： 
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    (6) 

式中， Tδ {δ δ δ δ δ δ }e
i i i j j ju v w u v w=X 为

单元两端位移增量。 
1.2  非线性动力分析 
考虑惯性力和阻尼力后，整体坐标系下拉索的

运动方程为： 

t t t t g+ + = +MX CX R F F&& &        (7) 

式中：Rt 是外荷载和自重产生的恢复力，由式(4)
左边部分组成；Ft为外荷载；Fg为自重。 

本文在进行索的非线性动力分析时，采用了去

除索自重产生的静力影响的动力计算方法[13]，以减

少迭代计算工作量。 
自重作用下索的静力平衡方程为： 

g g=R F               (8) 

将式(8)代入式(7)，即方程两边同时减去自重
项，得到： 

( )t t t g t+ + − =MX CX R R F&& &       (9) 

式中，( )t g−R R 为整体坐标系下去除自重后的恢复

力，由局部坐标系中去除自重后的恢复力

( )e
t g−R R 集成。 

在局部坐标系中，自重 e
gF 作用下单元轴力即

为初始轴力 P0，可写成矩阵形式： 
T

0[ 1 0 0    1 0 0]e
g P= −R      (10) 

在外荷载 e
tF 和自重作用下，设单元轴力为 P，

此时单元恢复力为： 

0

0 0 0

e
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L e L e L e

+= − − − + + +
R  

T
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L u v w
L e L e L e
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        (11) 

因此，可以得到局部坐标系中去除自重后的单

元恢复力为： 

0
0

0 0
( )e

t g
L u vP P P
L e L e

+− = − + − + +
R R  

T
0

0
0 0 0 0

L uw v wP P P P P
L e L e L e L e

+ − − + + + + 
(12) 

将上述恢复力通过坐标变换到整体坐标系上，

并集成到式(9)中，就可以获得去除自重后拉索的运
动方程。运动方程的求解可采用直接积分的时程分

析法。同时，从式(12)可以看出，去除自重后的单
元恢复力与节点位移和单元轴力有关，故需要进行

迭代计算(如 Newton 法)，并将式(6)的单元刚度矩
阵 Ke应用于迭代过程中。这就是本文提出的去除自

重后的拉索非线性动力计算方法。 
1.3  与桁架单元、弦单元刚度矩阵的比较 
对于桁架单元，只考虑两节点间的轴向位移，

且没有初始轴力[14]。在式(6)中，令 v=w=0，P=0，
即可得到桁架单元刚度矩阵： 
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 (13) 

位移 v、w等于 0，也就是忽略了索的竖向和横
向振动，使得采用桁架单元只能计算索的轴向强迫

振动，不能考虑包括参数振动在内的索的非线性 
振动。 
相对于桁架单元，弦单元考虑了初始轴力，也

可以把弦单元叫做考虑初始轴力的桁架单元[15]。在

式(6)中，令 0v w= = 、P0=P、L0+u=L0，即可得到

弦单元刚度矩阵： 
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可以看出，弦单元刚度矩阵不随位移 u、v、w
的改变而改变。但是，索发生参数振动时刚度是不

断变化的，因此弦单元不能正确地考虑包括参数振

动在内的索的非线性振动。 
通过三种单元的比较可知，不能采用桁架单元

或弦单元计算拉索非线性振动。 

2  索结构的动力计算方法 
2.1  阻尼矩阵 
采用直接积分的动力计算中，阻尼矩阵多以

Rayleigh阻尼的形式来表达[16]： 
α β= +C M K            (15) 

式中：α、 β 为比例系数，由下式确定， 

2 2

4π ( )i j i j j i

j i

f f h f h f
f f

α
⋅ −

=
−

, 2 2π( )
j j i i

j i

h f h f
f f

β
−

=
−

  (16) 

式中：fi、fj为结构两个不同的频率；hi、hj为与 fi、

fj对应的阻尼常数(i<j)。 
对于采用索结构的桥梁，如斜拉桥，主梁、主

塔的阻尼常数在 0.01~0.04 之间；斜拉索的阻尼常
数不超过 0.005，没有安装减振阻尼器的斜拉索仅
为 0.001[17]。 
在阻尼设置中，常忽略拉索的小阻尼，把结构

的两个频率 fi、fj设为主梁-主塔的两阶固有频率，
hi、hj 设为其对应的阻尼。如某斜拉桥竖向一阶频

率、二阶频率分别为 0.233Hz 和 0.297Hz，而其中
某斜拉索的一阶频率为 0.573Hz。将 fi、fj设为竖向

一阶频率、二阶频率，hi、hj 均设为 0.02。采用这
样的设置后，通过式(15)和式(16)计算可以得到，索
的一阶频率 0.573Hz对应的阻尼常数为 0.026，远大
于斜拉索的实际阻尼。 
因此，为了同时正确地考虑主要构成结构(主梁

和主塔)的大阻尼和比它们小一个量级的拉索的小
阻尼，本文提出了扩大 Rayleigh阻尼矩阵，即定义
模型中各单元阻尼为式(15)表示的 Rayleigh 阻尼矩
阵，而结构的阻尼矩阵为各单元 Rayleigh阻尼矩阵
的叠加： 

1
( )

N

k k k k
k

α β
=

= +∑C M K        (17) 

式中：C为结构的阻尼矩阵；N为单元总数； kM 、

kK 分别为第 k个单元的质量矩阵和刚度矩阵； kα 、

kβ 分别是该单元的比例系数，可写为： 

2 2

4π ( )
( ) ( )

k k k k k k
i j i j j i

k k k
j i

f f h f h f
f f
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⋅ −

=
−
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2 2π(( ) ( ) )

k k k k
j j i i

k k k
j i

h f h f
f f
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−

=
−

        (18) 

式中， k
if 、

k
jf 为单元的两阶频率，对应的阻尼比

为 k
ih 、 k

jh ( )i j< 。 

在索结构的动力计算时采用扩大Rayleigh阻尼
矩阵，不仅可以计入主梁、主塔的阻尼，还可同时

考虑相对较小的拉索的阻尼，从而可以较为合理地

设置各主要结构的不同阻尼。 
2.2  非线性计算程序 NL_Beam3D 

作者已编制了能考虑几何非线性的三维梁单

元的非线性计算程序 NL_Beam3D (NonLinear 
analysis program of Beam3D)[18]。采用 Fortran90将
上述索单元和非线性计算方法编成子程序，添加到

该程序的相关部分，使该程序可使用的单元类型除

了“梁单元”之外，还有“索单元”，从而可以进

行考虑拉索非线性振动的索结构桥梁非线性振动

分析。同时，也在该程序中添加了“桁架单元”、

“弦单元”、“弹簧单元”等。 
该程序中的动力分析部分，特征值分析采用

Subspace法，时程分析采用增量形式的 Newmark-β
法，并采用 Newton 增量法求解非线性平衡方程。
阻尼矩阵除了通常的 Rayleigh阻尼外，还包括上述
的扩大 Rayleigh阻尼矩阵。 

3  算例验证 
以 1993 年 Fujino 进行的索梁结构试验[10]为对

象，进行有限元分析，以说明本文提出的计算方法

和编写的程序的正确性。 
3.1  索梁结构模型试验简介 

1993年 Fujino进行的索梁结构模型见图 2，由
不锈钢丝绳、开口矩形钢箱截面悬臂梁及相应的锚

固装置组成。梁的锚固端和斜拉索上端固定在墙

上，在钢梁和斜拉索上附加了均布质量以调整结构

频率。 

 
图 2  索梁结构试验模型 

Fig.2  Experimental model of cable-beam structure 

 
θ 
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索计算长度 Lc=2.08m，倾角 θ=29°，轴向刚度
EcAc=35077.6N，单位长度质量 cµ =0.07kg/m，伸长

量 u0=0.0067m。梁长度 L=2m，计算长度 Xc=1.99m，
截面积 AB=3.81cm2，面外抗弯惯矩 Ih=21.4cm4，面

内抗弯惯矩 Ig=2.43cm4 [19]。Fujino认为，相对于索
的面外振动，索的面内振动振幅很小，所以采用一

钢丝将斜拉索与悬臂梁连接在一起，从而限制了索

的竖向振动。 
通过自由振动实测所得的试验模型的固有频

率和阻尼示于表 1。可以看出，索的横向一阶频率、
梁的横向一阶频率及竖向二阶频率之间满足 1∶
1∶2的关系，因此，当以一定频率的正弦荷载作用
于悬臂梁时，将使拉索发生 1∶1 副不稳定区域的
参数振动或 2∶1主不稳定区域的参数振动。 

表 1  索梁结构模型的固有频率和阻尼 
Table 1  Frequencies and damping for cable-beam structure 

参数 横向激励 竖向激励 

索的面外一阶频率 fy /Hz 9.63 9.63 
梁的横向一阶频率 fh /Hz 9.38 9.38 
梁的竖向二阶频率 fg /Hz 19.82 19.81 
索的面外阻尼常数 hy /(%) 0.20 0.16 
梁的横向阻尼常数 hh /(%) 0.35 0.35 
梁的竖向阻尼常数 hg /(%) 0.14 0.15 

将正弦荷载施加于主梁悬臂端头，采用了横向

加载和竖向加载两种方式。 
横向加载：如图 3(a)所示，作用方向为横向，

加振频率在梁横向一阶频率(9.38Hz)附近，以激起
1∶1副不稳定区域的拉索参数振动。 
竖向加载：如图 3(b)所示，作用方向为竖向，

加振频率在梁竖向二阶频率(19.82Hz)附近，以激起
2∶1主不稳定区域的拉索参数振动。 

          

(a) 横向加载与副不稳定区域 (b) 竖向加载与主不稳定区域 

图 3  加载方式和拉索参数振动示意图 
Fig.3  Schema of load direction and cable parametric vibration 

3.2  有限元模型和固有振动特性 
采用 NL-Beam3D 程序建立索梁结构模型的空

间计算模型。如图 4 所示，斜拉索采用 19 个索单

元模拟，悬臂梁采用 21 个三维梁单元模拟，附加
质量以集中质量的形式计入。索的锚固端和梁的锚

固端为固结边界。 

   
图 4  索-梁结构有限元模型 

Fig.4  FE Model of Cable-Stayed-Beam Structure 

由单索有限元模型求得其面外一阶频率为

9.620Hz，与试验频率 9.63Hz 接近；由悬臂梁有限
元模型求得面外一阶频率和竖向二阶频率分别

9.374Hz、19.808Hz，与试验频率 9.38Hz、19.82Hz
接近。 
由图 4所示的索梁结构有限元模型计算的固有

振动模态示于表 2。可以看出，相对于单独模型，
索的横向一阶频率由 9.620Hz 变为 9.867Hz；梁的
横向一阶频率由 9.374Hz 变为 9.073Hz，竖向一阶
频率由 3.161Hz 变为 5.259Hz，竖向二阶频率由
19.808Hz变为 19.822Hz。可见，相对于单独的斜拉 

表 2  索梁结构固有振动模态 
Table 2  Natural vibration modes of cable-beam structure 

阶数 频率/Hz 振型图 

1 5.259 

 

2 9.073  

3 9.639 

 

4 9.867  

5 19.026 

 

6 19.197 
 

7 19.822 

 

Z 

Y 

X 

x 

斜索节点：20 
斜索单元：19 

主梁节点：22 
主梁单元：21 

φg(x) 

φh(x) 
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索或悬臂梁，索梁结构的振动频率发生了变化。这

是由于斜拉索的索力和弹性支撑对主梁产生了影

响，从而引起了结构频率的变化。同时，除了梁或

索的单独振动外，表 2中还出现了索与梁同时发生
振动的模态，这是斜拉索与主梁之间的相互作用引

起的。 
3.3  1∶1副不稳定区域的拉索参数振动 
在横向加载工况中，加振频率在 8.5Hz∼10.5Hz

之间，荷载幅值 0.15N，作用时间 30s。 
为了与文献[10]表示的理论分析得到的索的相

对位移进行对比，需要将有限元法得到的绝对位移

进行换算。设梁的竖向和横向绝对位移为 ( , )bY s t 和
( , )bZ s t ，索的竖向和横向绝对位移为 c ( , )Y s t 和

c ( , )Z s t ，则索的面外相对位移 c ( , )W s t 为： 

c c c( , ) ( , ) ( , ) /bW s t Z s t Z s t s L= − ×      (19) 

式中，s 为索距索梁锚固点的距离；Lc为斜拉索的

计算长度。下面出现的索的位移均为经换算后的相

对位移。 
不同频率的正弦荷载横向作用下，斜拉索和主

梁的最大振动位移示于图 5。其中，斜拉索的振幅
为索中点位置的最大振动位移，主梁的振幅为悬臂

端点处的最大振动位移。 
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(b) 梁的横向位移 

图 5  横向加载下最大振动位移 
Fig.5  Maximum displacements under horizontal excitation 

从图 5可以看出，有限元结果与文献[10]接近；
当横向加载频率在 9.11Hz和 9.88Hz附近时，斜拉
索和主梁产生了较大振幅的横向振动。从前面的模

态分析可知，虽然单独的主梁和斜拉索的面外一阶

频率分别为 9.374Hz 和 9.620Hz，但是在索梁结构
中，斜拉索对主梁的影响使这两个频率分别变为

9.073Hz和 9.867Hz。此时，斜拉索发生了 1∶1副
不稳定区域的参数振动，引起了主梁振动的增大。

这说明，本文提出的有限元方法可用于计算索梁结

构中 1∶1副不稳定区域的拉索参数振动。 
从图 5(b)还可以看出，加载频率在 9.88Hz附近

的主梁横向振幅比加载频率在 9.11Hz 附近的横向
振幅小。从模态分析可知，索梁结构面外一阶频率

9.073Hz、面外二阶频率 9.867Hz对应的横向有效质
量分别为 9.449和 2.900，即面外一阶模态吸收的能
量高于二阶，使得加载频率在 9.11Hz附近的主梁面
外振幅比加载频率在 9.88Hz 附近的主梁面外振幅
大。 
图 6 和图 7 分别是横向加载频率为 9.11Hz 和

9.88Hz时索梁结构的位移时程响应。可以看出，对
于副不稳定区域的参数振动，拉索达到最大振幅所

需要的时间较短。 
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图 6  横向加振频率 9.11Hz时位移时程曲线 
Fig.6  Time history of displacement under horizontal 

excitation of frequency 9.11Hz 
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图 7  横向加振频率 9.88Hz时位移时程曲线 
Fig.7  Time history of displacement under horizontal 

excitation of frequency 9.88Hz 

3.4  2∶1主不稳定区域的拉索参数振动 
在竖向加载工况中，加振频率在 19.6Hz∼20Hz

之间，荷载幅值 0.16N，作用时间 190s。 
不同频率的正弦荷载竖向作用下，斜拉索和主

梁的最大振动位移示于图 8。 
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(b) 梁的横向振动 
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(c) 梁的竖向振动 

图 8  竖向加载下最大振动位移 
Fig.8  Maximum displacements under vertical excitation 

从图 8 可以看出，当加载频率在 19.72Hz∼ 

19.85Hz之间时，主梁竖向最大位移仅为 0.55mm，
但斜拉索的横向位移却达到 6mm，是主梁竖向位移
的十几倍。由于索梁结构的竖向二阶频率 19.822Hz
接近斜拉索面内一阶频率 9.867Hz的 2倍，使得斜
拉索发生了 2∶1主不稳定区域的大振幅参数振动，
并引起了主梁竖向振动的增大。 
图 8 中有限元计算结果略高于文献[10]的计算

结果。文献[10]采用的理论分析仅考虑了主梁竖向
二阶、主梁横向一阶和斜拉索横向一阶这 3个自由
度，无法考虑其他模态的影响[20]，而本文的有限元

方法采用了直接积分进行计算，能同时考虑斜拉索

和主梁的多阶模态。 
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图 9  竖向加振频率 19.76Hz时位移时程曲线 
Fig.9  Time history of displacement under vertical excitation 

of frequency 19.76Hz 

图 9为竖向加载频率为 19.76Hz时索梁结构的
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位移时程响应。从图 9(a)可以看出，对于主不稳定
区域的参数振动，拉索发生横向振动并达到最大振

幅所需要的时间较长，这就是拉索参数振动时间效

应问题[21]。 
从图 9(c)和图 9(d)可以看出，主梁的竖向振动

包含了 0~90s内的振动不稳定段和 90s~190s内的振
动稳定段，这是由于随着索的横向振动达到最大振

幅并保持稳定这一过程中，主梁的竖向振动由较大

振幅的不稳定段到较小振幅的稳定段。由于主梁的

竖向振动包括不稳定和稳定两种状态，在图 8(c)中
表示了这两种状态的振动位移幅值。 
由于受到计算方法的限制，文献[10]进行的理

论分析没有考虑索的面内振动，但是，从图 9(b)可
知，斜拉索的竖向振动位移并不为零，而是与主梁

的竖向振动位移具有相同的量级。作者在过去的研

究[3]中均以拉索的面内振动为分析对象，一些斜拉

桥的实际观测也表明斜拉索的竖向位移量可能比

面外位移量大[22]，因此，在索梁结构分析中需要考

虑拉索的竖向位移。 

4  结论 

本文采用索单元和去除自重的非线性动力计

算方法，实现了包括参数振动在内的拉索非线性振

动有限元计算方法，提出了扩大Rayleigh阻尼矩阵，
可同时考虑主梁的阻尼和相对较小的拉索阻尼。为

索梁结构非线性动力分析提供了一种有限元分析

方法。 
通过 1993 年 Fujino 的索梁结构试验的算例分

析，本方法能正确地模拟副不稳定区域和主不稳定

区域的拉索参数振动，验证了本方法和编写的程序

的正确性。 
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的动力不稳定边界的临界频率方程，为伸缩臂式起

重机吊臂的设计计算提供参考。 
(3) 基于有限单元法编制的数值求解程序，用于

梁柱结构的动力稳定分析具有非常高的精度及使

用价值。 
(4) 研究结果表明，随着阻尼系数的逐渐增大，

其动力不稳定区域逐渐减小，且对第二动力稳定区

域影响更加明显。 
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