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钢索在火灾升温历程中瞬态张力的解析计算方法 

杜  咏，陆亚珍 

(南京工业大学土木工程学院，江苏，南京 210009) 

摘  要：该文根据常温下单索的基本平衡微分方程，建立了钢索在高温材性非线性衰减、非线性热应变以及几何

形变耦合状态下的微分方程组；分别求解出受均布荷载和集中荷载作用的钢索，在均匀和非均匀温度场中其水平

张力的非线性瞬时计算式，并提出了判断钢索高温极限承载力的力学计算方法；同时用解析计算方法验证了基于

非线性有限元方法建立的单索热力耦合计算模型的精确性，为进一步研究索网结构的整体抗火性能奠定了理论 

基础。 
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MATHEMATICAL CALCULATION OF INSTANTANEOUS TENSION FOR 
STEEL CABLES IN FIRE TEMPERATURE HISTORY 

DU Yong , LU Ya-zhen 
(College of Civil Engineering, Nanjing University of Technology, Nanjing, Jiangsu 210009, China) 

Abstract:  Based on the equilibrium differential equation of cable at ambient temperature, considering the 
geometric distortion with thermal stress coupling, the temperature distribution along cables and the non-linear 
temperature-dependent material properties for steel cables, formulas for the calculation of horizontal tension in 
cables subjected to fire under line loads and point loads are developed. In the mean time, the fire limit state of 
steel cables is derived from the equation of horizontal tension. Additionally the nonlinear numerical model for the 
analysis of the cable fire performance is fit to the analytical calculation precisely. This study provides a theoretical 
reference for a further research on the fire-resistance of cable structures. 
Key words:  steel structure; structural fire-resistance; mathematical analysis; steel cable; fire limit state; 

horizontal tension 
 
悬索结构由于其造型丰富、空间覆盖面大等特

点，广泛应用于大跨度公共建筑屋盖结构中。悬索

结构在常温下的结构反应已有较系统的研究[1]，但

是在火灾作用下的结构反应还研究较少。同济大学

对鞍形索网结构在均匀升温条件下的抗火性能进

行了研究，但是未考虑大空间建筑火灾中温度场非

均匀性对整体结构抗火性能的影响[2]；同济大学通

过钢绞线的高温材性试验，得到了钢绞线的弹性模

量和屈服强度随温度的变化曲线[3]；美国后张预应

力混凝土学会在试验基础上给出了高温下钢绞线

的弹性模量和极限强度的变化规律[4]，但是单索的

恒载升温实验目前还是空白，对索结构的抗火性能

分析也是基于数值分析方法。如果从经典力学理论

推导出单索的热力关系表达式，不仅可以得到判断

单索高温极限承载力的解析方法，同时也可验证钢

索高温力学反应数值分析模型的可靠性，为索网结

构的整体抗火性能研究提供理论基础。 

1  钢索热力耦合分析的边界条件  
升温边界条件及高温下材性变化的非线性增
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加了高温下钢索基本平衡微分方程的求解难度，所

以在此提出既能较好反应真实火灾的升温历程又

易于微分方程求解的边界条件函数形式。 
1.1  火灾升温历程 
大空间建筑火灾有较多的升温计算模型[5]，文

献[6]基于场模型提出了描述建筑空间中任意高度
的水平面上烟气温度 T的分布函数： 

0 0( ) (1 )exp b xT T f x T η η
µ

 ′ −′= = + −  
  

  (1) 

其中：T0为距火源面任意高度的水平面上烟气最高

温度； ( )f x′ 为水平面上距离火源中心水平距离 x′

处的温度衰减函数(无量纲)， x′取值范围按空间边
界实际尺寸确定；η为温度衰减系数(无量纲)，按
文献[6]确定；µ系数，按文献[6]确定；b为火源等

效半径， q / πb A= ；Aq为火源面积。 

式(1)中 ( )f x′ 函数的形式将对单索的平衡微分
方程的求解造成较大困难，因此将 ( )f x′ 指数函数

式按分段函数表达： 
1,         23

( )
,                23    
x x

k x
x

γ η
η η

′ ′+ <′ =  ′ ≥
     (2) 

1
23
η

γ
η
−

=  

式中， ( )k x′ 为简化后距离火源中心水平距离 x′处

的温度衰减函数。 
如图 1所示，简化后的函数 ( )k x′ 与函数 ( )f x′

平均相差 5%，两者吻合较好。 
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图 1  温度衰减函数对比 

Fig.1  The different functions of temperature decaying 

1.2  钢索的高温弹性模量 
对文献[3]中通过试验得到的不同温度下钢绞

线弹性模量进行拟合，得到： 
20

0.975 0.007exp
90

T
EE

T
=

 +  
 

,  20℃≤T≤600℃ 

(3a) 

式中：ET为钢绞线温度 T 时的弹性模量；E20为钢

绞线常温下的弹性模量(取 2.05×105MPa)。 
如图 2 所示，拟合计算式(3a)与文献[3]中的试

验结果吻合较好。 
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图 2  钢绞线高温弹性模量试验值的拟合 

Fig.2  Experimental value fitting for elastic modulus of cable 
at elevated temperatures 

1.3  高温下钢索的应力-应变关系 
按文献[3]给出的高温下钢索应力-应变实验曲

线，建立钢索的应力-应变两线段模型如图 3所示。 

 
图 3  高温下钢索的应力-应变关系 

Fig.3  Stress-strain relationship for cables at elevated 
temperatures 

参考 EC3[7]取 2%应变对应的强度作为名义屈
服强度 σyT。名义屈服强度随温度变化按下式确定。 

3 6 2
y y/ 1.013 1.3 10 6.179 10T T Tσ σ − −= − × + × −  

8 3 11 42.468 10 2.279 10T T− −× + ×    (3b) 

式中， yσ 为常温下钢索的屈服强度。 

2  高温下钢索的水平张力计算 
图 4 中 s0、s 分别表示升温前后的索长。假设

T0为初始温度，Tn为终点温度，可将 T0到 Tn的升

温过程离散成有限个连续的等温度步 T∆ =  
+1i iT T− ，其中 iT 、 1iT + 分别是前后时刻的温度，当

T∆ 足够小时，可假设各温度步中钢索的材性为常

量。基于前述边界条件，建立钢索高温下基本平衡

文献[3]试验值 
式(3a)拟合值 
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微分方程。 

 
图 4  钢索变形及索微分单元受力图 

Fig.4  Deflection of cable and forces in differential element 

2.1  均布荷载作用 
设定索在承受均布荷载 0q 时，其“初始状态”

下的形状函数为 0z 、水平张力为 H0，当索温度从

T0 变化到 Tn 时，其水平张力由 H0 变为 (H H =  

0 )H H+ ∆ ，索产生相应的伸长，其形状函数由 z0

变到 z，此状态称为索的“最终状态”。 
根据微分单元的静力平衡条件，钢索在初始状

态(常温下)的基本平衡微分方程为[1]： 
2

0
0 02

d 0
d

zH q
x

+ =             (4) 

对式(4)积分两次可得： 
20

0 1 2
02

qz x C x C
H

= − + +      (5a) 

按图 4中坐标系(本文两端支座等高 c=0)，积分
常数可由边界条件： 0x = ， 0z = ； x l= ， 0z = ；

确定 0
1

02
q lC
H

= ， 2 0C = ，代入式(5)可得： 

0
0

0

( )
2

q x l xz
H

−
=           (5b) 

给定索在跨中的垂度 f，将
2
lx = ， 0z f= 代入

式(5b)即可求出初始状态索的水平张力 H0： 
2

0
0 8

q lH
f

=               (5c) 

升温后，水平张力由 H0变为 H，形状函数为 z，
同式(4)可得钢索高温下基本平衡方程为： 

2

02
d 0
d

zH q
x

+ =              (6) 

对式(6)积分得： 

0 ( 2 )d
d 2

q l xz
x H

−
=              (7) 

对式(5b)求导可得： 
0 0

0

d ( 2 )
d 2
z q l x
x H

−
=             (8) 

考察长为 ds0的索微分单元(如图 4)由初始状态过渡
到长为 ds的最终状态，其几何关系为： 

2
2 2 0

0 0
dd d d 1 d
d
zs x z x
x

 = + = +  
 

     (9) 

2
2 2 dd d d 1 d

d
zs x z x
x

 = + = +  
 

      (10) 

则所考察微分单元的伸长量为： 
22

0
0

ddd d 1 d 1 d
d d

zzs s x x
x x

  − = + − +      
 (11) 

将式(11)中的根号按泰勒级数展开并保留微分的第
一项，则式(11)可简化为： 

22
0

0
d1 dd d d

2 d d
zzs s x

x x

   − = −         
     (12) 

对式(12)积分可得索的总伸长为： 
22

0
0

d1 d(d d )d d
2 d dl l

zzs s s x x
x x

   ∆ = − = −         
∫ ∫ (13) 

从物理意义上考虑，升温后索的应变 ε∆ 是由索内

力变化和热膨胀共同引起的，可表示为： 

th N
T

NT
E A

ε ε ε α
∆

∆ = ∆ + ∆ = ∆ +       (14) 

式中： thε∆ 为索的热应变； Nε∆ 为升温后索内力变

化引起的应变； N∆ 为轴力变化 0d
d
sN H
x

∆ = ∆ ；α为

热膨胀系数，取高温下平均值 1.4×10−5W/(m·℃)。 
对式(14)两边积分： 

0 0d ] d
Tl l

Ns T s
E A

ε α
 ∆

∆ = + ∆ = 
 

∫ ∫  

 
2

0 0d d ] d
d dTl

s sH T x
E A x x

α
 ∆   + ∆ =  

   
∫  

2
0d 1 d

d

           
Tl

zH x
E A x

   ∆  + +   
    

∫  

2
0d1 d

dl

zT x
x

α
   ∆ +     

∫             (15) 
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式(15)中
2

0d
d
z
x

 
 
 

与 1相比是微量，可以忽略，

进一步简化可得索的总伸长量 s∆ ： 

d d
Tl l

Hs x T x
E A

α
∆

∆ = + ∆∫ ∫          (16) 

令式(13)与式(16)相等，可得： 
22

0d1 dd d d
2 d dTl l l

zH zx T x x
E A x x

α
 ∆   + ∆ = −    
    ∫ ∫ ∫ (17) 

在均匀温度场中，钢索材性不随索长变化。将

式(7)和式(8)代入式(17)积分并整理，可得到均匀温
度场中钢索水平张力 H的三次方代数方程： 

2 2 2
2 0 0

2 3 2 2 2
0 0 0 024 24 24

T

T T

q l H E AH
H H H H E A T q l E Aα

=
− + ∆ +

 

(18) 
式(18)可用迭代方法求解。 

在不考虑火源面范围热影响区的非均匀温度

场中(即 b=0)，由于钢索温度随索长变化，所以钢
索材性随索长变化，因此式(17)中 ET是关于索长 x
的函数。将式(17)中的 ET显式表达，可得： 

0

3
20

( )975 7exp
90 d ( )d

10l l

T k xH
x Tk x x

E A
α

′  ∆ +      ′+ ∆ =
×∫ ∫  

22
0d1 d d

2 d dl

zz x
x x

    −    
    ∫       (19) 

假设火源位于图 4 坐标系中
2
lx = 处，则根据文   

献[6]中对于非均匀温度场分布的定义和函数式(2)，

可将式 (19)积分区间划分为 0 23
2
lx η< −≤ 、

23 23
2 2
l lxη η− ≤ +≤ 和 23

2
l x lη+ < ≤ 三个部分。 

对式(19)积分并整理，可得到非均匀温度场下钢索
水平张力的三次方代数方程： 

2H =  
2 3 2
0 0 20

2 3 2 2 3
0 0 0 20 0 2012 12 12

q l H E A
H HB H B H E A TC q l E Aα− + ∆ +

 

(20) 
式中： 

39
20

lB = +  

0 0

0

(25 24 )63 exp exp 1
25 90 90

T T
T a

γ η −    − +    
    

 

07 exp 25 24
250 90 2

T lη
η  − +    
； 

22 4(1 )(25 24 ) 2 (25 24 )C lη η η γ η= + − − + − 。 

当 23
2
l

η< 时， 

0 0

0

39 63 exp exp 1
20 25 90 180

T T llB
T

γ
γ

    = + −    
    

， 

2

2
2
lC l γ

= + 。 

式(20)可用迭代方法求解。 
2.2  集中荷载作用 
当钢索受集中荷载作用时，如图 5所示，将索

AB 的自重视为沿跨度均布的荷载 q0，初始状态钢

索形状函数为 zb，索的几何形状满足式(4)，自重作
用下张力的水平分量 Hb可由式(5c)确定。 
当集中荷载 P作用在 C处时，索的形状函数从

zb变成 z0，由 AC、CB两段抛物线组成，在 C点处
曲线不连续，同时索的水平张力从 Hb变成 H0。 

 
图 5  钢索在集中荷载作用下的变形 

Fig.5  Deformation of cable under point loads 

同理式(8)，可得钢索自重作用下形状函数的一
阶导数式： 

0

b

d ( 2 )
d 2

bz q l x
x H

−
=            (21) 

当索的水平张力从 Hb 变成 H0 后，同理式(6)
可得到关于 AC曲线、CB曲线的平衡方程式： 

2
0

0 02
d 0
d

zH q
x

+ =           (22a) 

对式(22a)积分，可得： 
 

0

00

0

0

( 2 ) 2 (1 ) ,    0
2d

( 2 ) 2d ,            
2

q l x P n x d
Hz

q l x Pnx d x l
H

− + −
=  − − <


≤ ≤

≤

 (22b) 

同理式(17)，且常温下 0T∆ = ， 20TE E= ，将式(21)

H0 H0 
 

A 
 B 

 

x 
 

z 

l/2 l/2 

zb z0 
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nl=d 

sb 

s0 
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和式(22b)代入式(17)积分，可得： 
0

20

2( )bH H l
E A

−
=  

0

2 2 2 2 3
0

2
0

12 ( ) 12 (1 2 ) 12
12

Pq d l d P d n P n l q l
H

− + − + +
−  

0

2 3

2
b12

q l
H

                                 (23) 

令 
2 2 2 2 3

0 012 ( ) 12 (1 2 ) 12Pq d l d P d n P n l q lξ = − + − + +  

则由式(23)整理可得： 
2

2 20 b
0 2 3 2 3

0 b b 0 2024 24
E A HH

H H l H l q l E A
ξ

=
− +

   (24) 

升温后，索的水平张力变为 0H H H= + ∆ ，由平衡

条件可得钢索在高温下的基本平衡方程为： 
2

02
d 0
d

zH q
x

+ =          (25) 

对式(25)积分，可得： 

0

0

( 2 ) 2 (1 ) ,    0d 2
( 2 ) 2d ,           

2

q l x P n x dz H
q l x Pnx d x l

H

− + −
=  − − <


≤ ≤

≤

 (26) 

钢索受集中力作用，分别在均匀温度场和非均

匀温度场中的水平张力计算式推导如下。 
同理式 (18)推导，将式 (22b)和式 (26)代入    

式(17)，积分并整理，可得在均匀温度场中，钢索
承受集中荷载时的水平张力计算式： 

2
2 0

2 3 2
0 0 08 8 8

T

T T

H DE AH
H Hl H l H E A Tl DE Aα

=
− + ∆ +

 (27) 

式中： 
2 3 2 2 2
0 0/ 3 4 ( ) 4 (1 2 ) 4D q l Pq d l d P n d P n l= + − + − + 。 

同理式(20)推导，将式(3)、式(22b)和式(26)代

入式 (17)，并在 0 23
2
lx η< −≤ 、 23

2
l xη− ≤ ≤  

23
2
l

η+ 和 23
2
l x lη+ < ≤ 三个区间积分，可得在非

均匀温度场中，钢索承受集中荷载时的水平张力计

算式： 
2

2 0 20
2 3 2
0 0 0 20 204 4 4

H DE AH
H HB H B H E A TC DE Aα

=
− + ∆ +

 

(28) 
式(28)中系数 B、C同式(20)，系数 D同式(27)。 
 

3  单索热力耦合非线性有限元分析 

目前基于非线性有限元理论[8―9]开发的数值分

析软件较多，本文采用 ANSYS 分析软件，选用单
元库中 link8 模拟索单元。采用双线性本构关系模
型，按式(2)所定义的温度边界条件，逐步升温计算，
基本流程如下[9]。 

1) 找形分析：设置较大初应变，以便较快收敛。
然后根据水平张力和初应变确定“假定的较小弹性

模量”。以加速度方式施加自重荷载。 
2) 常温分析：找形分析后恢复真实的弹性模

量，并设置很小的初应变以获得求解稳定性。 
3) 工作状态分析：常温状态分析完毕，即可施

加温度荷载。当单索达到给定的承载力极限状态时

退出计算。 

4  钢索的抗火承载力极限状态 

钢索的强度随着温度的升高不断衰退，其变化

规律如图 6 所示[3]。当强度衰减到一定程度时，钢

索达到承载力极限状态，不能继续承载。 
由式(18)、式(20)、式(26)或式(28)可计算得到

钢索在不同力学状态下任意温度时刻的水平张力

H，则钢索在高温下的应力 Tσ 应满足： 

yT T
H
A

σ σ= ≤              (29) 

当 yT Tσ σ≥ ，钢索达到承载力极限状态，此时

温度即为钢索的临界温度。 
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图 6  钢绞线强度随温度的变化规律 

Fig.6  Yield strength of cable at elevated temperatures 

图 7比较了算例 2中钢索由 ANSYS模拟的应
力增长历程和式(29)计算值。在 ANSYS 模拟中按

10T∆ = ℃，可得到 T=530℃时钢索应力大于屈服
强度，此时钢索达到承载力极限状态，与式(29)计
算得到的钢索应力随温度的增长历程吻合较好。 
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图 7  钢索在升温历程中的力学反应 

Fig.7  Mechanical reaction of the cable in the temperature 
history 

5  算例 
算例 1.  设有如图 4 所示承受均布荷载的抛物线
索，已知 A=0.674cm2，E20=2.05×105MPa，l=8m，
H0=19.085kN，q0=0.5kN/m， 0.6η = ，c =0。求分

别在均匀温度场和非均匀温度场中索的水平张力H
与温度的瞬态关系，并与有限元法计算结果比较。 
均匀温度场中，当 T =250℃时求索内水平张

力。首先按式(3a)求在温度 T时的弹性模量： 
20

5
5

0.975 0.007exp
90

2.05 10    1.88 10 MPa
2500.975 0.007exp
90

T
EE

T
= =

 +  
 

×
= ×

 +  
 

 

将已知数据代入式(18)，整理后可得： 
2 8447.467

44.908
H

H
=

+
 

估计初始值 H=12kN，代入上式右边后得到
H=12.1836kN，与初设值存在一定误差，采用二分
法查找满足上式要求的 H值。经过数次迭代后，当
等式(18)左右两边误差不大于 0.1%，即可认为所求
索内水平张力 H=12.165kN 满足精度要求。理论计
算结果与 ANSYS计算结果比较如图 8所示。 
同理按式(20)可求得非均匀温度场中任一温度

时刻索内水平张力，理论计算结果与 ANSYS 计算
结果比较如图 9所示，其中最大误差不超过 7%。 
算例 2.  设有如图 5所示承受集中力的抛物线索，
已知 A=0.674cm2，E20=2.05×105MPa，l=20m，Hb = 
11.5251kN，q0=0.2kN/m，P=1kN，n=0.5， 0.6η = ，

c =0。求索的水平张力 H分别在均匀温度场和非均
匀温度场中随温度变化的关系，并与有限元法计算

结果比较。 
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图 8  均匀温度场中钢索在均布荷载下 
水平张力理论值与 ANSYS值对比 

Fig.8  Comparison of horizontal tensions of cable under linear 
loading resulted from Eq.18 and ANSYS in uniform 

temperature field 
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图 9  非均匀温度场中钢索在均布荷载下的 
水平张力理论值与 ANSYS值对比 

Fig.9  Comparison of horizontal tension of cable under linear 
loading resulted from Eq.20 and ANSYS in non-uniform 

temperature field 

首先确定常温下索受集中力后的水平张力 H0，

式(23)中系数： 
ξ =  

2 2 2 2 3
0 012 ( ) 12 (1 2 ) 12Pq d l d P d n P n l q l− + − + + =  

620  
将其他已知参数代入式(24)，得到H0的三次方程为： 

2
2 20 b
0 2 3 2 3

00 b b 0 20

17848
57.8224 24

E A HH
HH H l H l q l E A

ξ
= =

+− +
 

同算例 1 方法，假设 H0的初始值，代入上式右边

经数次迭代后，即可求得 H0=15.591 kN，与 ANSYS
的计算结果 H0=15.587kN的误差为 0.02%，然后将
H0和其他已知参数代入式(27)，用逐步迭代的方法
可得到在非均匀温度场中水平张力 H 随温度的增
长历程，与 ANSYS计算结果比较如图 10所示，最
大误差不超过 12%。 

同理将 H0和其他已知参数代入式(28)，用逐步
迭代的方法可得到在非均匀温度场中水平张力 H
随温度的增长历程，与 ANSYS 计算结果比较如  

应
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图 11所示，最大误差不超过 7%。 
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图 10  均匀温度场中钢索在集中荷载下的 
水平张力理论值与 ANSYS值对比 

Fig.10  Comparison of horizontal tension of cable given by 
Eq.27 and ANSYS results in uniform temperature field 
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图 11  非均匀温度场中钢索在集中荷载下的 

水平张力理论值与 ANSYS值对比 
Fig.11  Comparison of horizontal tension of cable given by 
Eq.28 and ANSYS results in non-uniform temperature field 

以上误差产生的主要原因是 ANSYS 中弹性模
量随温度衰减是输入有限个温度点的弹性模量值

定义得到，这与理论计算中弹性模量采用连续函数

式(3a)取值相比存在误差。 

6  结论 
基于常温下单索的基本平衡微分方程，考虑在

非均匀温度场中钢索材性的非线性衰减以及非线

性热应变与几何形变的耦合，分别推导出了受均布

荷载和集中荷载作用的钢索，在均匀和非均匀温度

场中瞬态水平张力的解析计算式，并得出了判断钢

索极限承载力的方法。同时用瞬态水平张力的解析

计算式，验证了基于非线性有限元方法建立的单索

热力耦合计算模型的精确性，为进一步研究索网结

构的整体抗火性能奠定了理论基础。 
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