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偏心轴向荷载作用下薄壁箱梁的

约束扭转翘曲应力研究

张元海，林丽霞 

(兰州交通大学土木工程学院，甘肃，兰州 730070) 

摘  要：以薄壁箱梁的约束扭转分析理论为基础，将薄壁箱梁所受偏心轴向荷载作为一种外加双力矩荷载考虑，

建立偏心轴向荷载作用下薄壁箱梁约束扭转的双力矩这一广义内力的计算公式。为了便于计算翘曲应力，进一步

推导了扭转中心位置及主扇性坐标的实用计算公式。通过对一模型箱梁进行计算，并与按通用有限元软件 ANSYS

壳单元计算结果进行比较，验证了该文方法和所推导公式的正确性。详细分析箱室高宽比以及悬臂板宽度变化对

偏心轴向荷载作用下薄壁箱梁约束扭转翘曲应力的影响。研究结果表明：箱室高宽比及悬臂板宽度对悬臂板端部

翘曲应力的影响最大，对腹板与上翼缘、下翼缘交接处翘曲应力的影响相对较小；在偏心轴向分布荷载作用下，

悬臂箱梁固定端横截面上控制点处的翘曲应力可达到初等梁应力的 12%，不容忽视。 
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RESEARCH ON WARPING STRESS OF RESTRAINED TORSION FOR 
THIN-WALLED BOX GIRDER UNDER ECCENTRIC AXIAL LOAD 

ZHANG Yuan-hai , LIN Li-xia 
(School of Civil Engineering, Lanzhou Jiaotong University, Lanzhou, Gansu 730070, China) 

Abstract:  Based on the theory of restrained torsion for a thin-walled box girder, the equations of bimoment for 
the restrained torsion of a thin-walled box girder under an eccentric axial load are derived through taking the 
eccentric axial load as a kind of a bimoment load. The practical formulas for the twist centre and principal sectoral 
coordinate are further derived to simplify the calculation of warping stress. A box girder model is analyzed and 
the calculated stresses are in a good agreement with those obtained by the shell element of the finite element 
software ANSYS, validating the presented method and formulas. The influence of the variation of box 
depth-width ratios and cantilever plate widths on the warping stress for restrained torsion of a thin-walled box 
girder under an eccentric axial load is analyzed in detail. It is shown that: the depth-width ratio and the cantilever 
plate width affect remarkably the warping stress at the tip of a cantilever plate, while they have a smaller effect on 
the warping stress at the intersection of web and top or bottom plates; the warping stress at the control point on the 
fixed end cross section of the cantilever box girder under an eccentric axial load reaches 12% of that calculated by 
the elementary beam theory, which should not be ignored. 
Key words:  thin-walled box girder; restrained torsion; warping stress; centre of torsion; sectorial coordinate 

 
薄壁箱梁由于具有优越的受力性能，因而被广

泛应用于现代桥梁工程中。薄壁箱梁的结构分析和

应力计算已有多种方法[1]，其中，将组成箱梁的各

板件离散为壳单元的有限元法虽具有计算精度高、
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适应性强等诸多优点，但也存在计算量大、计算结

果不便实用等缺点，而基于梁理论的一维分析方法

在工程实用计算中获得了广泛应用。多年来，不少

学者在薄壁箱梁的结构分析方面，尤其是在基于梁

理论的扭转分析方面，开展了大量研究工作，发表

的相关文献已有不少，如文献[2―10]等。薄壁箱梁
在偏心轴向荷载作用下一般也存在扭转问题，然而

这方面的相关文献却很少。在实际桥梁工程中，薄

壁箱梁受偏心轴向荷载作用的例子并不少见。例如：

当车辆在薄壁箱梁桥上制动时，制动力则以偏心轴

向荷载方式作用于箱梁；张拉箱梁内的纵向预应力

钢束时(悬臂束和连续束)，预加力也是偏心作用于
箱梁(有竖向偏心距)，此外，为了防止箱梁发生侧
向弯曲，需尽量沿横向对称张拉，但实际上难以做

到完全对称张拉，或由于箱梁横截面本身具有左右

不对称性，因而，预加力沿横向也会具有偏心。所

以，开展薄壁箱梁在偏心轴向荷载作用下的结构分

析和应力研究具有实用价值。 
本文以薄壁箱梁的扭转理论为基础，研究薄壁

箱梁在偏心轴向荷载作用下的应力分析问题。除考

虑箱梁的常规轴向拉压和弯曲变形外，还考虑偏心

轴向荷载产生的约束扭转作用。结合数值算例，具

体分析偏心轴向荷载作用下薄壁箱梁横截面上的约

束扭转翘曲应力分布规律，提出薄壁箱梁应力计算

中容易忽视的有关问题。 

1  偏心轴向荷载引起的约束扭转分析 

图 1所示箱梁在自由端横截面上D点处作用有
偏心轴向集中荷载 P，此时箱梁除发生轴向压缩、
竖向弯曲、侧向弯曲外，还发生约束扭转。就约束

扭转而言，集中荷载 P使箱梁在悬臂端作用一集中
外加双力矩荷载 B%： 

 
图 1  受偏心轴向荷载作用的悬臂箱梁简图 

Fig.1  Cantilever box girder under eccentric axial load 

DB P ω= − ⋅%                (1) 
式中， Dω 为 P作用点 D处的主扇性坐标。 

根据薄壁箱梁约束扭转微分方程的初参数解可

知[8]，图 1所示箱梁的双力矩 B(z)为: 
0 0 0( ) ch( ) sh( ) sh( )dB z B kz GJ kz T kzβ η η′= − +   (2) 

式中：B0、 0β ′、T0为初参数，它们分别为箱梁起始

端(z=0)的双力矩、广义翘曲位移、扭矩；Jd为抗扭

惯性矩； / kη µ= ， µ为约束系数，k 为约束扭转
特征参数。 
由于固定端无翘曲，且全梁不受扭矩作用，故

式(2)右端第 2 项和第 3 项均为零。利用边界条件
( ) z lB z B

=
= %可确定 B0，从而双力矩方程为： 

( ) ch( )
ch( )

BB z kz
kl

=
%

             (3) 

当图1所示箱梁受偏心轴向均布荷载q作用时，
若 q作用点处的主扇性坐标为 ωq，则箱梁受到的均

布双力矩荷载为 qm qω ω= − ⋅% ，此时箱梁双力矩的初

参数方程为： 
0 0 0( ) ch( ) sh( ) sh( )dB z B kz GJ kz T kzβ η η′= − + +  

0
ch[ ( )]d =

z
m k zω ξ ξ−∫%  

0 0 0
1ch( ) sh( ) sh( ) sh( )dB kz GJ kz T kz m kz
k ωβ η η′− + + %  

由边界条件确定初参数后，双力矩方程即可表

达为： 
1( ) [sh( ) th( )ch( )]B z m kz kl kz
k ω= −%        (4) 

对其余支承条件的箱梁，其双力矩方程亦可按

相应边界条件确定初参数后得到。求得箱梁任一横

截面上的双力矩这一广义内力后，横截面上任一点

处的翘曲正应力 ωσ 可按下式计算： 
B
Iω

ω

σ ω=                (5) 

式中： Iω为主扇性惯性矩；ω为主扇性坐标。 

2  扭心位置和主扇性坐标的实用公式 
薄壁箱梁横截面上的翘曲正应力 ωσ 与主扇性

坐标ω具有相同的分布规律，而扭转中心(主极点)
位置的确定又是计算主扇性坐标的前提。众所周知，

如果按照有关文献中给出的计算过程计算这些几何

参数，将是特别繁琐的。因此，建立扭心和主扇性

坐标的实用计算公式很有必要。 
图 2所示薄壁箱形截面具有左右对称性，故扭

心 S必位于对称轴 y轴上。图 2中，Oxy为形心坐
标系，扭心 S至顶板中点 B的距离为 d。若用 ( )B sω
表示以 B为辅助极点且周线坐标 s的起始点也选在

B%
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B点时周线上任一点的辅助扇性坐标，则有： 
1 ( ) ( ) ( )dBA
y

d s x s t s s
I

ω= − ∫           (6) 

0 0

1( ) ( )d d
( )

s s
B Bs s s s

t s
ω ρ ψ= −∫ ∫       (7) 

式中：Iy为横截面对 y 轴的惯性矩； ( )B sρ 为辅助

极点 B至周线上任一点处切线的距离；t(s)为壁厚；
ψ 为扭转参数。 

 
图 2  箱梁横截面简图 

Fig.2  Cross section of box girder 

如图 2所示，左侧悬臂板端部、左侧腹板与翼
缘板交接处等控制点位置分别以 1、2、3表示，则
由式(7)容易求得这些控制点处的辅助扇性坐标分
别为： 

1 2 2B B
b

a
t

ω ω ψ= = − ， 3 2 2B
b h

ah a h
t t

ω ψ
 

= − + 
 

 

式中： 
22

b a h

a a hah
t t t

ψ
 

= + + 
 

 

注意到顶板、底板中点处的辅助扇性坐标均为

零，且相邻控制点间的辅助扇性坐标均按直线分布，

此外，该扇性坐标图关于 y轴呈反对称分布，则由
式(6)可导得： 

2

3 3 26a b h

a hd
a t b t a ht

λ
κ

= ⋅
+ +

         (8) 

式中： 

2 2 23 6 2 a

b

tb h a
t

λ
 

= + − − + 
 

9 2 3h a h

b h a

t t tah
t t t

 
+ − 

 
； 

2

a b h

a a h
t t t

κ = + + 。 

扭心位置确定后，任一点的主扇性坐标ω则很
容易求得。图 2所示箱形截面控制点 1、2、3处的
主扇性坐标计算式分别为： 

1
1 1 2
2

b b

a h

t thbd ah
t a t

ω
 

= − + + 
 

            (9) 

2
1 1 2
2

b b

a h

t thad ah
t a t

ω
 

= − + + 
 

           (10) 

 3
2 2( )

2 h b h b a

a h a h a ah d ah
t t t t t

ω
   

= + − + + +   
   

 

(11) 

3  算例验证及翘曲应力参数分析 
悬臂箱梁模型如图 3所示，梁长为 1.2m，箱室

宽度 a=200mm，上翼缘全宽 b=400mm，梁高 h 也
取为 200mm，各板件厚度如图 3(b)所示。轴向均布
线荷载 q=1kN/m作用于顶板与腹板交接处的CD线
上。材料弹性模量为 3000MPa，剪切模量为
1083MPa。按本文导出的公式，求得横截面扭心至
顶板中面的距离为 89.1mm，求得位于 x轴正半轴的
三个控制点(即悬臂板端部、顶板与腹板交点、底板
与腹板交点)的主扇性坐标分别为 ω1=6387mm2，

ω2=-2521mm2，ω3=336mm2。 
该横截面的主扇性惯性矩为 Iω=2.10×1010mm6，

抗扭惯性矩 Id =5.49×107mm4，极惯性矩 Iρ=5.63× 
107mm4；对形心轴的惯性矩分别为 Ix=4.46× 
107mm4，Iy=6.80×107mm4。 

y
x

z q DC

 
(a) 支承条件与荷载情况 

y

x

6
6

h
100 200 100

8 8

 
  (b) 横截面尺寸  /mm 

图 3  悬臂箱梁算例简图 
Fig.3  Example of cantilever box girder 

图 4示出按本文考虑约束扭转的薄壁梁理论、
初等梁理论、通用有限元软件 ANSYS 壳单元
(SHELL63单元)等 3种方法计算的固定端横截面上
翼缘板、下翼缘板的正应力分布，以便进行比较。

由图 4 可以看出，按本文方法(考虑约束扭转影响)
的计算值与 ANSYS 计算值总体上吻合良好，而按
初等梁理论(忽略约束扭转)的计算结果与 ANSYS
计算值之间存在明显偏差，尤其是在悬臂板端部和

荷载作用点处明显偏大。 
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在荷载作用点处即图 4右腹板与顶板交点处，
按初等梁理论求得的应力为-0.536MPa，按本文方
法求得的应力为 -0.598MPa(其中翘曲应力为
-0.062MPa)，翘曲应力占初等梁总应力的 12%，可
见，约束扭转翘曲应力不容忽略。值得指出的是，

如果偏心轴向荷载作用点处的主扇性坐标为零，则

不发生约束扭转，此时才可按初等梁理论计算。 

0

-0.5

-1.0

0.5

0

初等梁

本文

ANSYS

 
图 4  固定端横截面应力比较  /MPa 

Fig.4  Comparison of stresses at cross section of fixed end 

为了考察梁高变化对翘曲应力的影响，在保持

箱梁上翼缘、下翼缘宽度不变的情况下(b=400mm，
a=200mm)，当梁高从 40mm 增大至 400mm(步长
20mm)时，亦即箱室高宽比 h/a从 0.2增大至 2.0时，
按本文方法计算的固定端横截面 3 个控制点处(位
置参见图 2中的点 1、2、3，下同)翘曲应力的变化
曲线如图 5所示。由图 5可以看出，箱室高宽比对
悬臂板端部翘曲应力 σω1的影响最大，当高宽比小

于 1.2时，翘曲应力 σω1随高宽比的增大而增大，而

当高宽比大于 1.2后，翘曲应力 σω1随高宽比的增大

而减小，当高宽比大于 1.8后，翘曲应力 σω1甚至变

为拉应力。高宽比的变化对腹板与上翼缘、下翼缘

交接处翘曲应力 σω2和 σω3的影响相对较小。 
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图 5  箱室高宽比对翘曲应力的影响 

Fig.5  Warping stress versus depth-width ratio 

为了考察悬臂板宽度变化对不同截面型式箱梁

翘曲应力的影响，取 a=200mm，上翼缘全宽 b 从
200mm增大至 600mm(步长 20mm)，亦即上翼缘、

下翼缘板宽之比 b/a从 1.0增大至 3.0，梁高分别为
80mm、200mm、400mm(分别对应于宽箱梁、方箱
梁、高箱梁)时，固定端横截面 3个控制点处翘曲应
力的变化曲线如图 6~图 8 所示。由图 6~图 8 可以
看出，对宽箱梁和方箱梁，翼缘板宽度比的变化对

腹板与上翼缘、下翼缘交接处翘曲应力 σω2 和 σω3

的影响都较小，但对高箱梁，翼缘板宽度比变化对

翘曲应力 σω2和 σω3的影响相对较大。翼缘板宽度比 
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图 6  宽箱梁翼缘板宽度比对翘曲应力的影响 

Fig.6  Warping stress versus ratio of flange widths for wide 
box girder 
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图 7  方箱梁翼缘板宽度比对翘曲应力的影响 

Fig.7  Warping stress versus ratio of flange widths for square 
box girder 
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图 8  高箱梁翼缘板宽度比对翘曲应力的影响 

Fig.8  Warping stress versus ratio of flange widths for deep 
box girder 
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对各种型式箱梁悬臂板端部翘曲应力的影响均较显

著，随着悬臂板宽度比的逐渐增大，悬臂板端部翘

曲应力均会由拉变为压，但影响规律不同。 

4  结论 
(1) 本文研究了薄壁箱梁在偏心轴向荷载作用

下的约束扭转问题，将偏心轴向荷载作为外加双力

矩荷载考虑，导出了偏心轴向荷载作用下约束扭转

分析中双力矩这一广义内力的计算公式以及扭转中

心位置及主扇性坐标的实用计算公式。通过对一模

型箱梁进行计算，并与按通用有限元软件 ANSYS
壳单元计算结果进行比较，验证了本文方法和所推

导公式的正确性。 
(2) 按初等梁理论计算偏心轴向荷载作用下薄

壁箱梁的应力时，由于忽略了约束扭转翘曲应力，

将不能客观反应薄壁箱梁的实际应力分布。计算表

明，悬臂箱梁算例在偏心轴向分布荷载作用下，固

定端横截面上控制点处的约束扭转翘曲应力达到初

等梁应力的 12%，不容忽视。只有当偏心轴向荷载
作用点处的主扇性坐标为零时，才可按初等梁理论

计算应力。 
(3) 在偏心轴向分布荷载作用下，薄壁箱梁的

箱室高宽比对悬臂板端部翘曲应力的影响最大，对

腹板与上翼缘、下翼缘交接处翘曲应力的影响相对

较小。当箱梁的高宽比小于 1.2 时，悬臂板端部翘
曲应力随高宽比的增大而增大，但当高宽比大于 1.2
后，翘曲应力随高宽比的增大反而减小，当高宽比

大于 1.8时翘曲应力甚至改变符号。 
(4) 箱梁悬臂板宽度同样对悬臂板端部翘曲应

力的影响最大，对腹板与上翼缘、下翼缘交接处翘

曲应力的影响相对较小。对比计算表明，在偏心轴

向分布荷载作用下，随着悬臂板宽度的逐渐增大，

宽箱梁、方箱梁及高箱梁三种截面型式箱梁的悬臂

板端部翘曲应力均会改变符号，但影响规律完全  
不同。 
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