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用有限元素法分析转子
一
轴承系统动力学

南华动力机械研究所 欧园霞 李平

摘 要

本文采用有限元素法分析转子
一轴承系统的动力学问题

。

给 出了模拟转子
7

轴承系统的动力分析程序 ;< ∋ < ( − 程序=
,

该系统由刚性盘
、

弹性分布参量 有

限转子元素及离散轴承组 成
。

用该程序能计算任何复杂转子系统在各种进动状

态下的进动频率
,

并 由计算机 自动绘制相应的振型曲线
。

一
、

前 言

本文采用有限元素法建立数学模型
。

在 ∗ 3 >? 0≅
〔’〕论著的基础上利用正交旋 转 矩 阵

实现坐标变换
,

在固定的和旋转的两种坐标系内建立各元素以及整个系统 的运动 方 程
。

然而
,

文献〔∀ 〕中未考虑剪切变形的影响
,

这对航空工程 中常见的转子来说将会导致较

大误差
。

本文将 ∗ 3 >?0 ≅ 的元素推广到考虑剪切变形的影响
,

这对复杂的发动机来 说 是

很重要的
。

程序用 <) ( & ( ∃ ∗ 一 Α 语言编制而成
,

在 Β ∀ �/ 机及 < ∋ Χ ,Δ % 一�∀ # 计算机 上 调 试

完成
。

源程序语句约 # / / /条
。

为了考证该程序的计算精度
,

我们进行了大量实例分析并

与试验作了比较
,

结果是令人满意的
。

二
、

坐标系与运动方程

∀
1

坐标系

本文建立 了如下三种坐标

; ∀ = 固定坐标
—

刃犷Ε ;简称 < 坐标 =;见图 ∀ =,

; # = 旋转坐标

—
二Φ或简称 尺坐标=;见图 ∀ =

Γ

; Η = 横截面坐标
—

Ι ϑ Κ
;简称 %坐标=;见图 # =

。

图 ∀ 中Δ 和 二 是共线的
,

与变形前的转子中心线重合
。

/ 为转子进动角速度
。

以 Φ

向位移厂 ;
‘ , 才 = 和 Ε 向位移不;

￡ ,

: = 确定弹性中心线相对于 < 的位置
,

以绕 Φ 轴

的转角 Λ ;
忿 , 才= 和绕 Ε 轴的转角 < ;

￡ , : = 确定横截面相对于 < 的方位
。

图 # 中 %

坐标由 <
、

Λ
、

中三个逐次旋转角来确定
。

其 中 中一 Μ :
,

Μ 为 自转角速度
。

对坐标实行正交旋转变换
,

横截面相对于 < 坐标的位移 ;Ν Ο以及相对于 ( 坐标的位

∀ �  Η年 > 0 Π∀ Θ 日收到
。
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图 # 横截面的转角 轴元素和坐标

< Ρ只
1

# ;二6 0 ?? ? 3 3 :Ρ0 ≅ 6 0 :Ι :Ρ0 ≅ Ι ≅ Σ >3 ?

图 Η

< ∀�
1

Η −5 Ι Υ: 3>34 3 ≅ : Ι ≅ Τ % 0 0 6 Τ Ρ≅ Ι :3

移 叮户Ο满足以下关系式

式中

ς Ν Ο

ς Ν Ο 一 〔厂 砰 Λ < 〕
了

二 〔尸〕ς 夕 Ο

ς Ω Ο 8 〔。 功 日 Ξ 〕
&

; ∀ =

〔( 了为正交旋转矩阵
。

#
1

元素运动方程

轴元素 ;见图 Η = 随时间而变化的位移 ;了Ο也是轴线位置 ; “
= 的函数

,

轴元素 端

点位移为

ςΝ
甘

Ο二 〔Ν
Γ 叮Ψ Ν 。 Ν 、 口。 ‘#。 � Ζ 叮。〕

&

; # =

元素内任意一点
,
;
￡
= 的位移为

〔厂 Α 〕
&
二〔甲 ; ￡

=〕ς叮
“

; 6 =Ο ; Η [

;Λ < 〕
, 二〔中 ;

￡
=〕ς母

”

; 6 =Ο ; 理 =

其中〔
、<;

公
=〕

、

〔中 ;
−
=〕分别为平动

、

转功形函数阵
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∀
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小
,

为剪切变形系数
。

有效抗剪面积 ∃
,

根据经验公式插值得到
。

列出位于 ;
“
= 处的微小圆盘能量并沿元素全长积分得到元素能量

,

再利用拉格朗

日公式可得轴元素相对于< 坐标的运动方程

;〔Β芬〕⎯ 〔Β是〕=ς衍
3

Ο一 Μ 〔χ
3

〕王心
夕

Ο ⎯ ;〔δ二〕一 〔δ 二〕= ςΣ
3

Ο 9 ;Μ
‘

Ο ; � =

相对于 ( 坐标的方程可用〔( 〕
&

左乘式 ; � = 两边获得
Ψ

;〔Β孚〕⎯ 〔Β二〕= ς妙
‘

Ο ⎯ 。 ;# 〔众孚〕⎯ ; ∀ 一 、
=〔χ

‘

〕=ς吞
,

Ο

⎯ ;;〔δ 芸〕一 〔δ员〕=一 。 #

;〔Β芬〕⎯ ; ∀ 一 Ε ε
=〔Β轰〕==φΩ

3

Ο 8 ςΕ
3

Ο ; Θ =

刚性盘及轴承相对于 < 的运动方程分别为

;〔Β要〕⎯ 〔Β盆〕= ς爹
Τ

Ο一 � 〔χ
‘

〕ς心
‘

Ο二 ςΜ
Τ

Ο ; Ζ =

〔%
‘

〕;心
‘

Ο ⎯ 〔δ
‘

〕ςΣ
‘

Ο 9 φΜ ‘Ο ;  =

它们相对于 ( 的运动方程分别为

;〔Β禁〕⎯ 〔Β要〕=;妙
Τ

Ο ⎯ 。 ; # ;〔府票〕⎯ 〔众要〕=一
ε 〔夕〕= ς户

‘

Ο

一 。么

;;〔Β要〕⎯ 〔Β盆〕= ⎯ 、 〔云
Τ
〕= ς丫Ο 9 弋岁Ο ; Σ =

〔刀〕
&

〔%
Θ

〕〔尸 〕ς户‘Ο ⎯ 〔尺〕
&
〔δ

‘

〕〔尸〕ς户‘Ο 8 ςΕ ‘Ο ;#/ =

以上各式中〔δ 〕
、

〔Β 〕
、

〔% 〕
、

〔χ 〕分别为刚度
、

质量
、

阻尼
、

陀螺效应矩阵
Γ Μ

、

Ε 为外
]

] ] ‘
]

]

一 ⊥ ) 、
力矢量 , ” 为进动状态系数又

”

一蕊夕
, 〔初

、

〔动 为变换矩阵
Ψ

〔初 一 〔( 〕
’

〔胡〔“〕
,
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系统运动方程
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七。 Π

一石一 仁( 儿

# 一一一Η1
户Υ≅Π

Π

厂

理
·
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系统运动方程由元素运动方程组装得到
,

系统相对 于< 坐标及 ( 坐标的方程分别为

、
夕、>
,

刁
>
1

Μ‘,弓�,土
�‘、了 、〔! 勺侮

‘

∀一# 〔∃ 勺 %心
了

∀ & 〔∋勺 ()
才

∀ ∗ (#
‘

∀

〔几了
矛

〕+万
‘

奋& 。 + , 〔众勺一 − 〔∃ 勺. (户
子

圣& + 〔∋
‘

〕一。
,

+ 〔!勺 & − 〔台勺. . (/
‘

圣二 (0
了

∀

三
、

广义特征值与特征向量的求解

系统的特征对由方程 +1 1.
、

+ 2 , . 的齐次形式均可求出
。

本文取方程 + 2 , . 的齐次形

式
,

并设解的形式为 (厂∀ ∗ +丙奋二 常数
,

代入方程 + 2, . 得系统特征方程

〔∋ 勺(/孟∀二 。 ,

+〔!勺 & − 〔台
‘

〕. (/石∀ + 2 3 .

系统的进动频率及振幅可通过对方程 + 2 3 . 的广义特征值及特征向量的求解获得
。

值得指出的是
4

对于转子来说
,

系统的陀螺效应矩阵是非对称的
,

对由它们构成的

特征方程在数学上进行求解是较困难的
,

为此本文建立了多种坐标系
,

利用正交旋转矩

阵进行坐标变换
,

使得特征方程中只含有〔台勺 +对称非正定 .
,

而避开了非对称的 陀 螺

效应矩阵
。

四
、

算 例

我们利用 5 6 /7 8 程序对常见发动机进行了大量汁算
,

并与有关资料及试验值进 行

了比较
,

误差均在工程允许范围内
,

以下仅举几例 〔见表 2 .
。

表 2 算例及结果

9 : ; 1< 2 6 = : >? ≅ 1< Α : ? Β > < Α Χ 1Δ Α

4

源解
�果Ε洲

一
Φ

来�精一一一试一试一
二转鱿饭洲一2Γ扮比峭

�狂仪况
�

�一?犯
一

⋯
一ΗΙ

原始

数据

进动 ( 本程序结果

份
一

1

几卜一卜
转子 名称 2 计 算 模 型 误 差 一 备 注

∀系数
” + 转ϑ 分 .

, Κ Λ 3 ,

双 支点等

截而 袖 鑫鑫 ”Μ 篇篇

ΦΦΦ 111

厂厂卜
属属

尤尤
1

瓜瓜

ΝΝΝ

ΦΦΦ

2 ΟΚ ΠΓ ,

, Λ Λ , Θ ,

, ‘

丫
2 比

3 月
, Κ , Κ Π

2 Ο3 Ρ Ο Κ

, 3 Ο Κ3 Ο

, Κ 2Ο 2

2 Ο 2Λ Λ Π

, 2 Ρ Λ Γ Κ

单盘转 Σ

, Ο Π 2

3 , Γ 3 ,

2 Ρ Θ Π

, 3 Γ , 2

了Θ 3 ,

Τ , Θ 2 Ρ

两端刚支

文献

〔Λ 〕

Κ
 

3 Υ
∀+奋介

2 ( 3 Γ

ϑ 厘米 .

2 Θ Γ 。

∀
试验值 (+粼子撒

.

多盘转子
文献

〔, 〕

2
, , ,Θ 2 文献

⋯
Π 一 ‘ ∀

. “ ‘Π 一 仁“ Η ⋯
Κ“ Υ ‘
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五
、

结 论

计算误差大小主要取决于如下两方面
Ψ

;∀ = 计算模型简化的合理性
,

尤其是 各 种

支承条件的简化
Γ

; # = 计算方法本身对系统模拟的逼真程度
。

有限元素法仅视盘和轴承是离散的
,

而把轴看成是由无限多微小盘组成的整体
,

因

此对转子一支承系统模拟逼真
。

尤其是本文考虑了剪切变形影响
,

这对航空发动机 转 子

来说是极重要的因素
。

计算表明
Ψ

无论是简单模型或复杂模型
,

结果都是令人满意的
。

我们在完成此项工作过程中曾得到北京航空学院晏砺堂教授
、

国防科技大学刘瑞岩

老师及中国科学院计算中心蔡中熊 同志的热情指导和帮助
,

在此表示衷心感谢 β

厂∀ 〕

〔# 〕

>Ψ Ψ

参 考 文 献

∗ 3 >? 0 ≅ ,

γ
1

2
1

Ι ≅ Τ Β 3 ε Ι η Σ Οι
,

Π
1

Β
1

,

& 53 2 Φ ≅ Ι6≅ Ρ3 ? 0 Υ ( 0 亡。 6 Λ 3 Ι 6 Ρ≅ Σ − Φ?:34 ? + ?Ρ≅ Σ <Ρ≅ Ρ:3 ∋ >3犯。η :? ,

Π0 η 6 ≅ Ι > 0 Υ ∋ ≅ Σ Ρ≅ 3 3 6 Ρ≅ Σ Υ0 6 ,≅ Τ η ? :6 Φ ,
& 6 Ι ≅ ? Ι 3 :Ρ0 ≅ ;。Υ :ΟΨ 。 ∃ −Β ∋

,

. 0 >
1

�  ,
;∀� ΖΘ =

,
Ωϕ

1

� � Η 8 Θ / /
1

∋ κ 0 ≅ Σ
,

Χ
1

∋
1 ,

∋ ?5>3 4 Ι ≅ ,
(

1

工
Π

1

,
Λ 0 ≅ :5 0 0 ≅ ,

(
1

Π
1

, “
,= Φ。 。4 Ρ3 ? 0 Υ %0

≅ :三≅ η 0 η ? Β η >:Ρ4 Ι ? , ( 0 : 0 6

− Φ? :34 ? ” ,
Ω 6 0 0 3 3 Τ王≅ Σ ? 0 Υ :53 . Ρϑ 6 Ι :王0 ≅ ?

%0
≅ Υ36 3 Ψ 。3 . 0 >

1

# ,
;∀ � χ Σ =

1

王德荣等译校
,

矩阵结构分析理论
,

国防工业出版社
,

; ∀ � Ζ ! =
。

黄太平
,

弹性支承轴系临界转速的分析与试验
,

中国航空 学会发动机结构强度振动学学术会 议 论 文 集
,

;∀�  ∀ =
。

2 Ξ∗∃Β,% ∃∗∃ΧΞ−,− )< ( )& )( 一Λ∋ ∃( ,∗χ −Ξ−&∋ Β− ΛΞ

<β∗ ,& ∋ ∋ Χ∋ Β∋∗ & Β ∋& γ)2

) “ ΞηΙ
儿蕊“ Ι ≅ Τ Χ Ρ Ω Ρ≅ Σ

;∗ Ι ≅ 5η Ι Ω 0 λ 。6Ω>Ι ≅ : ( 3 ? 3 Ι 6 Κ 5 ,≅ ?:‘:η :3 =

∃ϑ ?:6 Ι 3 :

& 5 3 ΥΡ≅ Ρ:3 3 >3 4 3 ≅ : 4 3 :5 0 Τ ∀� η ? 3 Τ :0 Ι ≅ Ι >了ι 3 Τ Φ ≅ Ι 4 Ρ3 ϕ 6 0 ϑ>3 4 ? 0 Υ

6 0 七0 6 一ϑ 3 Ι 6 Ρ≅ Σ ?了 ? : 3 4 ?
1

& 5 3 ?Φ ? : 3 4 4 0 : Ρ0 ≅ 3 Ν η Ι :Ρ0 ≅ ? Ι 6 3 ϕ 6 3 ? 3 ≅ :3 Τ Ρ≅ Ι

Υ∀ μ 3 Τ Ι ≅ Τ Ι 6 0 :Ι :Ρ≅ Σ 3 0 0 6 Τ Ρ≅ Ι : 3 ?了? : 3 , μ> 、
1

∗ 3 >? 0 ≅ ’� 3 >3 4 3 ≅ : ∀� 3 μ :3 ≅ Τ 3 Τ :0

3 0 ≅ ? ΡΤ 3 6 Ρ≅ Σ :6 Ι ≅ ? ε 3 6 ? 3 ?>>3 Ι 6 3 ΥΥ3 3 :? , ∴ 5 Ρ35 Ι 6 3 0 Υ Σ 6 3 Ι : Ρ4 ϕ 0 6 :Ι ≅ 3 3 Υ0 6

3 0 4 ϕ >Ρ3 Ι :3 Τ Ι Ρ6 3 6 Ι Υ: 3 ≅ Σ Ρ≅ 3 ?
1

∃ ϕ 6 0 Σ 6 Ι 4 ;< ∋ Ω( − = ∀� ∀〕6 3 ? 3 ≅ :3 Τ Υ0 6 Τ 丁≅ Ι 4 ΡΚ 4 0 Τ 3 >>Ρ≅ Σ 0 Υ :53 6 0 : 0 6 7

ϑ 3 Ι 6 Ρ≅ Σ ?了? : 3 4 ∴ 5 Ρ3 5 3 0 ≅ ? Ρ? :? 0 Υ 6 ΡΣ ΡΤ Τ Ρ?κ ? ,

Τ Ρ? : 6 Ρϑ η :3 Τ ϕ Ι 6 Ι 4 3 :3 6 ΥΡ≅ Ρ:3

6 0 : 0 6 3 >3 4 3 ≅ :? Ι ≅ Τ Τ Ρ? 3 6 3 : 3 ϑ 3 Ι 6 Ρ≅ Σ ?
1

& 5 3 ∴ 5 Ρ6 > Υ6 3 Ν η 3 ≅ 3 Ρ3 ? 3 Ι ≅ ϑ 3 3 Ι >3 η 7

>Ι :3 Τ Υ0 6 3 0 4 ϕ >Ρ3 Ι :3 Τ 6 0 : 0 6 一ϑ3 Ι 6 Ρ≅ Σ ?Φ ? :3 4 ? Ρ≅ ε Ι 6 Ρ0 η ? ∴ 5 Ρ6 > ? :Ι :3 ? , Ι ≅ Τ

4 0 Τ 3 ?5 Ι ϕ 3 ? 3 Ι ≅ ϑ 3 Ι η :0 4 Ι :Ρ3 Ι >>了 Τ 6 Ι ∴ ≅ ϑΦ Ρ4 ϕ >3 4 3 ≅ :Ρ≅ Σ : 5 Ρ? ϕ 6 0 Σ 6 Ι 6≅ 0 ≅

Ι 3 0 4 ϕ η :3 6
1

∃ >0 : 0 Υ ϕ 6 Ι 3 :Ρ3 Ι > 3 μ Ι 4 ϕ >3 ? 5 Ι ε 3 ϑ3 3 ≅ Ι ≅ Ι >Φ ι 3 Τ
1

& 5 3 6 3 ? η >: ?

Ι 6 3 ? Ι :Ρ? ΥΙ 3 : 0 6 Φ Ρ≅ 3 0 4 ϕ Ι 6 Ρ? 0 ≅ ∴ Ρ:5 3 μ ϕ 3 6 Ρ4 3 ≅ :Ι > Τ Ι :Ι
1


