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航空板结构强度的边界元法

北京清华大学 杜庆华 卢习林
4

摘 要

边界元即边界积分方程方法
,

可方便地用来解板弯 曲问题
。

本文在局部极

坐标下建立公式
,

采用具有较高协调性的函数插值方案
,

利用外点技术完全避

免边界奇异积分
。

列举的一系列算例表明该方法输入数据 少
、

机 时 省
、

精 度

高
,

是板结构强度分析的一个有效方法
。

一
、

引 言

边界元法 由于具备一些特有的优点
,

近年来受到国内外广泛的重视和很快的 发 展
。

用边界元法解克希霍夫型板弯曲间题
,

国外已有一些结果
〔’一的

。

国内
,

作者及其共同工

作的姚振汉
、

宋国书等做了一些工作
〔“一 ! , ,

其它的研究还可参见文献〔� 5
、

� 6〕
。

本文是

以前工作 7例如文献〔5
、

8
、

� 〕9 的一个改进
,

在局部极坐标下建立的公式表达更简

洁 : 对面载荷积分项统一化为边界积分
,

可较好地解决局部承受分布载荷 问题 : 采用源

点在域外的
‘

外点积分技术
,

可完全避免边界奇异积分
。

文中还给出了求域 内任一点内力

和边界点切向弯矩的公式
。

依此方案编写的计算程序 7; ∋ < 一=;9 可适应任意形状和边

界条件以及各种复杂载荷情况的要求
。

二
、

基 本 公 式

根据克希霍夫理论建立的各向同性板弯曲问题的基本方程是

.
>
.
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为板弯曲刚度
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:
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、 Ο
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。

4 原航空结构强度研究所
,

现在北京化纤学院
。
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Χ
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、

7一9是 已知给定值
, ￡ 为边界曲线弧坐标

。

对于不同的边界应有

Ν ‘ + Ν
“
Ι Ν

ϑ

+ Μ < Ι Ν
,

Μ , 门Μ
“
Ι Μ

/

Λ Μ < Ι 中

对于工程中常见的固支
、

简支和 自由边界有

ς Ω7 固支 9一 Ν
)

Λ Μ , Ν
‘

7简支 9Ξ Ν , 门Ν<

Μ 07 自由9Ι Ν <门Ν
“

且有丽一石一 丽一丽一 。

当板边界有 Ψ 个角点时
,

还应满足角点条件 7允许扭矩间断9

匡& 习
。, Ι & 7Ζ亨9一 & 7Ζ 力Ι 瓦 [ Ι � , # ,

⋯
, 仇

式中 下
,
为给定的角点集中力

,

它可以为零 :
也就是说

,

对某些角点可以只

连续
。

定义角度 Β Ξ 7汽
,

幻
,

日一位
,

钓
,

ϑ Ξ 7节
,

交9 7图 � 9
,

注意到有 日

是参照于 Δ 平面内任一局部极坐标 7
Μ ,

ϑ 9
,

有

7 6 9
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‘
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,

于
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8 是边界曲线的曲率半径 )规定凸边界为正 ∗
。

为建立求解 问题 ) ∀ ∗ 和 ) ; ∗ 的边界积分方程
,

引入方程 ) ∀ ∗ 的基本解。雯) 尸
,

Ε ∗
,

它满足方程
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.

#切 ∴7=
,

Δ 9Ι △ 7= 9

△ 7尸 9 是以 尸 点为奇异 7源9 点的2 ΕΜΒ 。函数
,

易知

切‘7]
,

Δ 9一

佘
一 ,Λ Μ

Ρ Ξ 杯7二
。一 二。

9
“
Τ 7夕

。一 夕=

9
“ 。

。夏7尸
,

) 9 的力学意义是表示在弯曲刚度为 2 的无限

大板内在尸点作用大小为 2 的横向集中力在 Δ点处产生的挠度
。

以叨至为参考状态
,

当尸

点是板域  内点时由弹性力学贝蒂互易定理可导出板弯曲问题的基本积分等式

。。7尸 9一 ς
Ο

, 7Δ 9二Ρ 7尸
,

Δ 9己。7。9 一 ς
Ο

⊥
二 7。 9 Ρ 7、 : 9

Π 么# Π , 又
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Β二至 ⎯切7 _ 9
Β Λ

1
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⊥
⎯ Ρ
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!�α�Ω
>‘、≅‘、尹气、7功 7Ζ

,

9匡& 7甲立7=
, Ζ , 99刀一二 �7=

, Ζ ,
9匡& 7叨 7Δ

,
99习9

阴

名
Ι

洞样若分别取

· 7 # �。 · Τ � 9

会
· 7 # �。 Ρ Τ � ,

斋

红�一红
、7尸

,

。9三
哥

β

功毒〔尸
,

Δ 9三共井卫
口 了‘=

Β叨复

为奇异基本解
,

对于域内或边界上的点可得到

2 ·7 , , 。
·

7 , , Τ

丁
。

∴
叨 7“ , 厂 7田:卜 χ 、7 ,

,

“ 9二7叨 7“ 99 Τ 、7叨 7 Δ , ,
箫

一 Β田7 _ 9
Β 探

、7。算9⊥
⎯ Ρ 7。 9Τ 名 7阴 7。

,
9Ρ Ρ 7切、7 , , 。,

99习

一切霭7=
,

 #9区& 7二 7Ζ , 99习9Ι 丁
。 ”7Δ 9功“7 ]

,

Δ ,山7Δ ,

δ Ι � , # , 5 7  9

其中。
,
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,

Ξ
1

, 、 、

一 日, 7= 9
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一

一
。 5
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日称

。

式 中
。
7= 9 取 值如下
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,
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由 7  9 式和 7�� 9 式可 以看出
,

依据点夕任Ν 或 = 必丽有两组边界积分方程
,

它们都

只包含边界未知量
。

通常的边界元 7直接 9 法是利用 7 9 和 7� ϑ
Β
9 式

,

这样建 立的

边界解法当奇异 7源 9 点 = 和节点 _ 同属一个边界单元时
,

由于核函数的奇异性可能出

现奇异积分
。

为保证基本精度必须进行特殊处理才能应用通常的数值积分公式
,

边界奇

异积分的处理是边界元法中一个重要而又费机时的问题
。

其实我们可 以利用 = 必丽 的那
β

一组方程
,

即 7� �9 式来建立边界解法 : 因 = 点在域外
,

从而可完全避免出现边界奇异

积分
,

这就是所谓
‘

外点积分技术
’ ,

具体技巧可参见文献〔� ϑ〕
。

方程 7  9 或 7Λ 9 式中右端项是由面载荷或
4 , ? 9 引起 的 面 积 分 项

,

只要
β

云7二
, ? 9 给定就是可求值的已知项

。

在数值求解时
,

为了充分发挥边界元法只在边界

上进行离散分元的优点
,

应避免域内划分网格求积分
。

消去面积分项的方法之一是利用

方程 7 � 9 的某一特解田ϑ7 “ , ? 9
,

将原方程变为齐次方程来求解
,

原问题的解等于齐

次方程的解加特解阴
。

7
二 , ? 9

,

如文献〔∀ Ξ ! 〕所述的那样
。

这种构造特解的方法使原

问题的边界条件 7在工程实际中往往都是齐次边界条件
,

如 75α 9 式9 修正为非齐次边
Ο

界条件
,

从而使需求值的边界积分项增多
,

机时增加
。

而且这种处理方法很难解决域内

局部承受分布载荷问题
。

另一种方法是利用格林公式
,

将面积分化为边界积分
。

由格林
,

第二等式

丁
。

7εΧ 、一啊Σε9 “。一

丁
Ρ

7
·

器
一 中

器9ΒΚ
如果令俨

“一 ϑ ,

则有

7
。
俨耐

。一 ς 了
。 旦史 一 中

竺、
⎯Κ

Π )
β

β
一 Π Μ Φ 口” 口称 ≅

7� # 9

令 ε Ι 云7Δ 9
,

.
>
中

,
Ι 叨姜7=

,

Δ 9 寿 Ι Ε
,

# , 5 ,

于是有

仁 , 7Δ 9功、7,
,

Δ 9、。7Δ 9 一 ς
Ο

0
, 7。 9
要

一 中 ,
7 ,

,

。 9

澳具
‘

7
Π Ρ

7 。 9

Π ‘Π Π 0 气 。 , 。口 , , 1 夕

、#、卜产乃)Π任�上月1上
≅‘、矛‘、一

丁
Ρ φ ,

7, , 。 9⎯
·
7。 9 “一 ‘ , # , 5

则有
小

,

7=
,

口 9Ι

中
#

7=
,

Ζ 9 Ι

中Ρ
7=

, Ζ 9 Ι

� Μ 6

≅
1

Ο Ε Φ
一育丁卜

1

一二下一 � 000 Μ
一 β 气二β 夕

石 �Υ 0 匕 Φ 乙 ≅

� Μ 5

! 兀 � ∀

� 尸
, 1 Ο ‘ 、 。

厄万 几陌 详 ,Λ
Μ

一
Σ。

。

对于线性分布载荷 , 7口卜二 Τ α , Τ ·
7当

。 一 。一 。时即为均布载荷 9
,

易知
奥黔

Ξ 。 Ω/ ΚΒ
:
Τ α ΚΕΛ 气

, Β 。Ι 7民
,

幻
。

对域内局部承受分布载荷问题
,

设载荷作用区域Δ
Ρ

的
β

边界为Ν Ρ ,

于是只需将 70Β9 式中的积分边界Ν变为Ν
Ρ

即可
。

当所有的边界量已知时
,

利用下式可求得域内任一点尸处的二阶偏导数
,

然后利用
、

内力公式可求得 尸点处的弯矩和扭矩
。

采用指标符号
,

记二 Ρ
一 二 , 戈#

一 ? ,

则有
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、1了Π�

切
了

‘、厂
=

、

、
汀

≅。

佘是影
一

丁
Μ

7湍加
尸

,

。

9⎯Κ 7。 , 一

丁
Μ

阿
“ 9

7
Β #

口劣一Β γ 夕

一 厂 7 χ 7“ , 9
7

Β>山夏

口γ ΚΒ劣 少

Β #

日劣 ΕΒ劣
、旦些里
≅ = ⎯ ”:

一些丛卫立厂
⎯ 路 Φ

Β #

口戈 ΜΒ Θ Ε 9

一

9
=
Τ < 7叨 7 。 99

7
、7χ 、9 ⊥

⎯ ·7。 9 β 气门
, , 、 。

0 口一 、

廿
Ρ 、

“
’ ‘ 一

Φ ”γ , ⎯ γ , ≅ =
& 7功,7=

,

Ζ ,

99习

。 二 ‘ , 。 1
, Ο 、、 Ρ

厂Β>二,7=
, Ζ ,

9 、
一

达 」 、“ 、甘‘≅ # “

又
一

一万不石妥Ε, ≅
> = 任 Δ 7� 8 9

式中厂」兰、
一

’

Φ 口劣Ε口劣 万≅
表示对尸点求偏导数

。

在附录中给出了各方程中有关核函数在局部极坐标下的表达式
。

三
、

数 值 解 法

用边界元法求解方程 7� �9
,

首先将板 的边界离散划分为有限个边界单元
,

以 每 个

单元的端点作为节点
,

边界变量 。 7 _ 9
、

Β。7 _ 9
Β Λ

、

< 7、 7 Ζ 99 和厂 7切 7 _ 99 的节点

值作为未知量
,

将各边界变量看作是相互独立的边界量
,

不考虑其间应满足 的 微 分 关

系
。

各边界量沿单元的变化用变量节点值的插值形式来描述
。

为了获得较高的精度
,

本

文采用沿边界协调程度与一般平板有限元的协调元相一致的边界插值方案
。

记单元起点

为 ∃
,

终点为 ;
,

各边界量的插值形式如下

叨 7。9一 η 尸 叨 7∃ 9Τ 川: 9 二 7Ρ 9Τ η们登 7∃ Τ9Τ η 片

日。7 _ 9
Β 路

< 7叨 7 _

Ν 7。 7Δ

Ι η 舌全
, 夕兰一 7月

卜

9 Τ 万篇竺
9

⎯ 儿 粤
7丑

9 9一η 百呈
,

< 7∃ Τ9 Τ η 孟旦
’

< 7;

99一η 舌全
’
Ν 7∃ Τ9 Τ η 舌号

’
Ν 7; ∴

7�

一
Λ
、、0、了�了ϑ/

=

式 中Κ 1罗为赫米特插值多项式
。

对一阶赫米特插值有

川Λ一

牛. , 幼 ) ∀ 一
分 川犷一牛

) = 一 的 )
Μ 任

) ∀ Ν 5 ∗

Μ

对零阶赫米特插值有

) ∀ , 屯∗ ) ∀ 一 之∗
“

Κ 括, − 一 琴) ∀ 一 屯∗ ) , , 屯∗
“

任

Κ 舌全
,

Α牛
) ∀ 一 幼

‘
Κ 思 + 一

音
−

) ∀ , 仁∗
乙

) ∀ Ν � ∗

七是单元的标准局部坐标
,

对Ο 点 屯− 一 ∀ ,

对 Π 点 乙+ 十 ∀
。

乙与 坐 标 “ , Θ 的 关

系是
=

对直线单元

二 ) Ρ ∗ 一Κ 石萝
, 二 ) Ο ∗ , Κ 摺 二 ) Π ∗

Θ ) Ρ ∗ Α Κ 舌呈
, Θ ) Ο ∗ 十Κ 百全

, Θ ) Π ∗
) ∀Σ 5

∗
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一
一

一一
一一

Ξ

——
一

一
对圆弧单元

Θ
7Ζ 9二 二。Τ (

/

Ω/ Κ7η 孟全
, 甲 7∃ 9 Τ η 否全

, 甲 7; 99

? 7 Ζ 9Ι ? 。
Τ (/ ΚΕΛ 7η 孟全

, 甲 7∃ 9十η 孟全
, 甲 7; 99

7� ! α 9

动 帆
,

?ϑ 9 是单
动勋蜘

,

(ϑ 为圆
秘

标
, 甲 一7(ϑ

,

、
。

卜 Η斋�
为单元

一

长度的一半
。

式中对
登

、

器
、

<和二 均标明 才
、

;
一 ,

这表示在节点 处 这些量允许

不连续
。

如果出现这种情况
,

特别是对于边界角点情形
,

其节点未知量数目增多
。

例如

对于 自由
·

自由边界角点
“ ,

节点未知量有 叨 7
。
9
、

器7ΩΥ 9 和
器7ΩΥ 9 共 五 个

,

7� �9 式的三个方程不够用
。

但是这五个未知量并不完全独立
,

存 在 如下关系

7ΩΤ 9 Ι 一 ΚΕΛ 丫卫竺 ‘。
一

9一 Ω/ 洲 卫竺 7。
β

⎯ 称
一

⎯ Κ

Β切
≅ Ο

—
气%

口−

7�  9

7
Ω Τ

9 一 Ω / Κ ι
Ξ
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对其它类型的角点
,

可作类似的分析讨论
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于是边界上每个节点最多有三个未知量
,

由

7� �9 式可建立足够的方程数
。
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,
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。
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式中方括号里的积分就是各变量的系数公式
。

对 光 滑 边 界 点 有 丫 一 。 ,

匡& 7山姜7=
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< 7时9 Ι 刀 7听9
,

犷7时9一 犷 7听9
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这些系数的值可用高斯求积 公式 求得
。

重排方程
,
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,

最后可得矩阵形式的线性代数方程组

好叨 7# # 9

万是 由未知边界变量节点值组成的列阵
:
络是非对称满阵

。

用选行 7或列 9 主元 高斯 消

去法可求得各边界变量节点值
。
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对边界节点应取相邻两个边界单元的
令

之平均值来计算切 向弯矩< 、

四
、

算例与讨论

本文列举的算例有
Ρ

7 � 9 受均载作用有中心方孔或圆孔
、

或偏方孔的 简 支 方 板
,

7 # 9 受均载作用两对边简支
、

两对边 自由的多孔板
:

7 5 9 悬臂方板和三角板受均载作

用
:

7 6 9 两对边简支
、

两对边 自由的斜板受均载作用
。

计算结果在表 � 一  中列出
,

并

与某些已知结果作了比较
。

采用源点 = 选在板域之外的无奇异性边界元解法使程序简单
,

机时节省
。

从列举的

一系列算例看出
,

其挠度和弯矩都有较高的精度
,

这说明本方法是板结构强度分析的一

种有效方法
。

用边界元法解一般场问题
,

当场方程基本解的解析表达找不到时
,

可用近

似方法或数值方法求基本解
,

用逐次逼近法求边界积分方程的解
。

但其具体问题的程序

实现和效益评估等都有待进一步研究
。
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表 � 受均载作用有中心方孔的简支方板
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表 6 均载作用下悬臂方板
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表 8 悬臂三角形板 7Β Ι 6 8
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表 ∀ 悬臂三 角形板 7Β 一 ∀ 了 9 中弦线上点的位移和扭角
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在文献 〔Σ 〕中可以找到受均载作用的悬臂三角形板的某些可比较的结果
。
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