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求解结构动力反间题的逆特征值方法

中国航空计算技术研究所 宋增浩 高福安 刘瑞庆

摘 要

设计一个结构
,

使其具有事先给定的频率和 ( 或 ) 振型
,

这类结构动力反

问题有重要的应用和理论价值
。

本文提 出了求解它的逆特征值方法
,

并给 出了

数值例子
。

算例一说明
:
逆特征值方法的计算精度要比反摄动法高得多

。

经过

实验验证的算例二表明
:

计算值
、

目标值和实验值十分吻合
。

一
、

序 言

如果一个结构已给定
,

那么
,

由于现代计算技术的发展
,

一般总可以比较精确地计

算出它的模态形状和固有频率
。

但若把问题反过来
,

即怎样确定一个结构
,

使其具有事

先给定的振频和 (或 ) 振型
,

则至今仍是一件十分困难的工作
。

目前解决这类反问题
,

大多数仍采用试凑的办法
〔“, ,

即根据经验先给出一个初始结

构
,

然后对其反复进行修改
,

直到满足要求为止
。

这必然造成设计周期长
、

投资大
、

难

于保证质量
,

容易漏掉一些满足要求的结构布局
,

有时甚至会得出错误的结论
,

以为没

有满意的设计存在
。

有人试图利用反摄动理论解决上述反问题
〔‘〕,

但因计算误差大
,

限制了它在工程实

际中的应用
。

如果在结构中引入一组可变参数
,

那么
,

上述反问题就变为如何选择这些参数
,

使

得结构的固有频率和振型满足事先给定的值
。

我们从飞机机翼吹风模型设计这个典型的

结构动力反问题出发
,

提出了一个求解带约束广义逆特征 值 问 题 的 算 法
,

并 用 标准

F O R T R A N 语言编制了通用程序
。

通过大量算例的考验
,

我们已成功地将该方法应用于

理论物理和航空工程
。

为了可靠并验证计算精度
,

我们专 门组织了二项验证性试验
。

该试验采用全息干涉

计量术进行振动测量
,

结果表明
:
我们 的计算结果与目标值和实验值相当吻合

〔‘
’ 5〕。

本文提出的算法既可用于振型和振频同时给定的情况
,

也适用于只要求振频给定的

情况
。

而且
,

所给定的振型和 (或) 振频的阶数可 以任意提出
。

算法也考虑到结构设计

中可能有的约束条件
,

因此使用比较方便
。

另外
,

算法采用随机数产生初值
,

适宜于结

构的动力修改或振动设计
。

本算法计算精度高
,

收敛性有保证
,

程序简洁
,

易于实现结

构动力设计的自动化
。

1 9 8 5年 10月 1 2 日收到
。
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二
、

问题的提出及数学描述

采用有限元方法可以把计算结构的固有特性归结为求解一个广义特征值问题
,

即

K q = 久M q
.

( 1 )

若结构 中含有可变参数
,

则刚度矩阵K 和质量矩阵M的元素都是这些参数的函数
,

于是

( 1 )式可写成

K ( PJ
,
……

,

九 ) q ~ 入M ( Pl
,

……
,

P
,

) q ( 2 )

我们的目的就是求出参数值对
,

……
,

对
,

使得

K ( P全
,
……

,

P约 q 一入M (广
,

……
,

P约 q ( 3 )

有事先给定的特征值片
,

· ·

…
,
入贯和对应的特征 向量时

,

……
,
q

r ,

即

K ( P亨
,

… …
, P约q亨= 入萝M ( P t

,
……

, P约q梦 ( 4 )

‘ = 1
,
2

,

……
, r

如前所述
,

刚度矩阵K 和质量矩阵M是可变参数的函数
,

因而特征值和特征向量也

是可变参数的函数
。

结构动力反问题的实质就是确定参数值 P , ,
……

, P
, ,

使得

久, ( p
: ,
……

, p
,

) = 入蓄

g , ( P
l ,
… …

, P
,

) = g萝

_ 1 , 2
,

… …
, :

} ( 5 )

显然
,

上式实际上是
r ( n 十 1 )个方程

,

其 中
” 是K 和M的阶数

。

如对参数值不加任何限制
,

且给定结构的全部特征值和对应的特 征向量
,

则结构动

力反问题就变成求解 ( 5 ) 式这样一个非线性方程组
。

但实际问题中
,

一般不可能
,

也

没有必要给定一个结构的所有特征值及对应的特征向量 ; 而且
,

往往要对参数的取值范

围加以限制
。

最常见的是对参数增加上下界约束和对参数的某个函数进行约束
。

这样
,

问

题就归结为求参数值 P , ,

……
, P 苦 ,

使 ( 5 ) 式成立并满足约束条件

夕, ( 夕, ( h ,
’

i = i
,
2 ,
……

, ‘ ( 6 )

L ,《C , ( P
」,

, · ·

…
, P

,

)簇 S , j = 1 , 2
,

… …
, t ( 7 )

我们把这种给定特征值和特征向量
,

在某些约束条件下求矩阵中参数值的问题
,

称为带

约束的广义逆特征值问题
。

一般地
,

如果矩阵中含有参数
,

的非线性函数
。

若矩阵 A 是对称的
,

算 法 概 述

那么
,

特征值和特征向量就是这些参数的相当复杂

其元素又是参数的线性函数
,

那么就有
〔句

S

A 一 A 。+ 习 丸A i , A于一A
;

公 = 1

( 8 )

假定久
: ,

·

一
,

从是矩阵A
。

的特征值
, 二 , ,

……
,
二

,

是与之相应的特征向量
,

就可以把 A 的

特征值卜、和特征向量 y , 表示成参数P
, ,

… …
,
P

,

的幂级数
,

令

, * 一、。+ 艺 卫 、;
, 一 i ,

p扣… p夕 ( 9 )
艺i = m
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O O

y , 一 二 , + 艺 习
二。一、p卜… p夕

阴 = 1 乏话 = 伏

其 中 艺, = f
J + f : + … + 礼

。

我们可以证明在
“

立方体
”

{介 {( R 内
,

级数 ( 9 ) 式
、

式收敛
,

并给出 R 的界
。

把式 ( 9 ) 和式 ( 10 ) 代入 A 夕*
一 气 y *

中
,

可得到

卜
、

言
一

(
入* ·

虐
1

P,A
/

X一落 艺
艺i = m

二‘, 一 , ,

, 、
1
… , ,

·

)

、、.112

、九勺
.

仍
P�

.

川..i..

t.厂
尸为

沁爪

m

叉
.
尸

艺ll-
E

艺

二 , +
艺
幼 = 1

( 1 0 )

( 1 0 )

( 1 1 )

/l
es吸、、

X

在 ( 1 1) 式的两边
,

常数项必定是相等的
,

因为入
, 和二* 是 A 。

的特征值和对应 的特征向

量
,

令川
‘

一此
‘

(艺, = r ) 的项相等
,

则有

习广
艺

r

见
=S

“
。二 , : 一、+ 名 A , 二i( ;,

一 , ,

-

j
= l

入*
,一 , ,

劣 (z , 一。,
卜 。‘, 一

、)

r 一 1

“ 入声叭
一‘+ 叭

一‘从 + 卫 见 ‘“
1一“·“‘! 一“1 ) 一 ‘i.

一“· ,

= 1 艺K 二 亡

( 1 2 )

这里
,

零代之
。

欢
’…气 一为

, 一 (份
: ) , , + 1一切 且入

。

一
从

, “ 如具有负的脚标
,

则其系数 都 以

可以证明

R ~ 1 / ( 4M sd )

其中
,

M = M a x l}A川
1 ( f ‘

s

d ~ ( n 一 i ) / m i n l入* 一 入z{
j 尹K

( 13 )

( 1 4 )

当参数是非线性时
,

也有类似的结果
。

显然
,

直接求解式 ( 5 ) ~ 式 ( 7 ) 是困难的
。

为了寻求可行的算法
,

我们 由一个
￡

维 向量 P = (九
,
… …

,

P
,

)
了

和 r
个

n 维向量 q 工,
… …

, qr 构造一个泛函

r

尸( , , : ; ,

一
, 。

,

)一 习
。 ,。于H , ( , )。,

( 15 )
J = 1

其中H , ( P ) 是一个包含已知特征值和刚度矩阵
、

质量矩阵的二阶非负算子
,
二 , 是大于

或等于零的权因子
。

当且仅当

K ( P 务)口萝= 入亨M ( 夕关 )g 亨
一

j 二 i , 2 ,
·

一
, r ( 2 6 )

时
,

泛函 F ~ o
。

于是
,

我们就把原来的广义逆特征值问题 ( 5 ) 式一 ( 7 )式化为一个

带约束 的二次泛函的极小化问题
。

由于我们构造出的算子 H ] 。p )
包含特征值

,

因而 当振

频和振型同时给定时
,

利用 ( 15 ) 式是方便的
。

在求解只要求振频给定的动 力 反 问 题

时
,

可用当前的振型值代入 ( 1 5 ) 式进行迭代计算
。
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求解 ( 1 5 ) 式这类极值问题的算法
,

大都是先给出一个初始近似
,

然后按一定的搜

索方向求得新 的近似
,

在得到满足精度要求的近似点后
,

即可结束计算
。

为避免求导数

和数值求导数误差对结果的影响
,

则可采用直接搜索的方法
,

初值可借助随 机 数 自 动

生成
。

四
、

算

1
.

弹簧质量系统

我们取文献 〔1 〕中的弹簧质量系统作为算例
。

例

如图 1 所示
,

令。
,
“。

2一 。3 ~ 。 ,

每

图 1 弹簧质量系统

个弹簧的刚度为 k ,

则系统的特征行列式就是

} Zk一 。
;

。么 一 k

、.了、.户、少

171819
J

‘
、几了了‘、

一 寿 2壳一 优2 0 么

一 k

一 k

2壳一从
。。 2

从而求得该系统的固有频率

l
se

l
产.

!
....J

。 , = ( 2 掩/ m )
’/ 2

0 2
= ( Z k / m )

’/ 2

0 : = ( 2 掩/ m )
‘/ 名

( 1 一 1 /杯万 )
’/ ‘

( i + i / 杯万 )
, / “

及模态

1 / 杯万

1

1 / 杯万

,

{
飞

)
_

,

i
中

,

= 一二牙三井一 1 0 }
。

甲
,
- 一二二 二片

.

1
y “

} }
’ 一 y 艺

}
L一 1 J L

1 / 杯万
中

:
一

毕宁
.

厂 艺
一 1

1 / 杯万

假定我们要使第一模态有给定的值

( 2 0 )

nUI上�0r..r‘l心lsel,eeL

一一Q自一一中

文献〔1 〕用反摄动法进行求解
,

其结果是

△。
,

/ 。 = 一 0
.

3 9
,

△m
Z

/ m = 0
.

0 5 ,
△m

3

/ m = 0
.

2 9 ( 2 1 )

这里 △m
, ,
△。

2 ,
△m

。

分别表示为使系统达到 ( 2的 式所给定的目标而在第一
、

二
、

三

个质量块上所增加 (或减少 ) 的质量数
。

为了达到同一目标
,

用逆特征值方法计算所得

的结果为

△。
:

/ 。 = 一 0
。

4 3 ,
么m

Z

/ m = 0
.

0 2 4 ,
△m

3

/ 。 = 0
.

2 8 ( 2 2 )

为了比较这两种方法的计算结果
,

我们将它们分别代入式 ( 1 7 )
。

精确解应使 D 等于

零
。

式 ( 2 1 ) 代入后
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、,产、.尹
OJ‘皿,曰2

Z‘、Z‘、

刀 = 一 0
.

0 0 7 0 2

而 ( 2 2 ) 式代入后则有

D 二 0
.

0 0 0 0 3

精确的振频
、

振型值应满足

(K 一 co 名

M )中二 O ( 2 5 )
( 2 1) 式代入后

(K 一 。受M )中二-

0
.

0 0 7 2 0

0
.

0 0 7 5 5

0
.

0 0 2 2 7

( 2 6 )

而 ( 2 2 ) 式代入后的结果则为

(K 一 。犷M )中

一 0
.

0 0 0 0 1

一 0
。

0 0 0 0 2

一 0
.

0 0 0 0 1

( 2 7 )

十分清楚
,

逆特征值方法的计算精度要比反摄动法高得多
。

2
.

飞机机翼吹风模型

我们曾利用自己的逆特征值方法对二种型号的飞机机翼吹风模型进行了计算
,

并做

了验证性试验
。

表 1 是仅给定振频时的结果
,

表 2 是振频和振型同时给定时的结果
,

图

2
、

图 3 是振频和振型同时给定时
,

某机吹风模型第三
、

第四阶计算结果
、

实验结果
、

目

标振型节线的典型结果
。

我们可以看到
: 理 未~

么

价与侧

论值
、

目标值和实验值之间十分吻合
,

采用

本文的方法是令人满意的
。

表 1 振频给定时结果之比较

要求达到的

目 标 振 频
计 算 值 实 验 值

{ 8 2
.

: } 8 6
.

5 1
27 2

.

3

4 08
.

1

6 3 0
.

8

9 02
.

3

2 7 1 8

4 0 1 6

6 2 8 5

9 2 0
。

8

图 2 某机吹风模型 三阶振型之比较

( 比例 1 : 1 6 )

目标 , 计算结果, 3 实验结果

,几路O八UQ�斤了‘皿九舀,口n乙J兮一OR

表 2 振 频和振型同时给定时结

果之比较

川川川
要求达到的的 计 算 值值 实 验 值值

目目目 标 振 频频频频

11111 9 3 222 9 8
.

888 9 9
.

555

22222 3 1 3
.

333 3 1 1
.

999 3 15
.

999

33333 4 5 7
.

000 4 5 6 777 4 1 2
.

000

44444 6 9 5
.

777 6 8 4
.

777 6 6 1
.

555

55555 1 0 0 1
.

111 9 9 9
、

999 10 0 3
.

111

图 3 某机吹风模型 四阶振型之比较
(比例 1 : 1 6 )

1 目标 , 2 计算结果 , 3 实验结果
。
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五
、

结 束 语

我们的算法计算效率是较高的
,

在对某 由45 根梁元组成的梁架式结构进行振动设计

时
,

西门子 7 7 6 0 计算机C PU 时间仅1 08 5 。

目前
,

我们正在研制新的算法并形成自己的

程序系统
,

以适应船舶
、

桥梁
、

建筑
、

飞行器
、

无线电
、

核工程
、

地球物理
、

自动控制
、

参数识别等方面的不 同要求
。

最后
,

我们衷心感谢钱令希教授
、

冯康教授
、

赵令诚教授对我们课题研究的支持和

鼓励
。
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.

8 )
.

T h e n t 五15 p r o b l e m 15 r e d u e e d t o f i n d i o g m i n i m u m o f a q u -

a r d r a t i e f u n e t i o n a l s u b j e e t t o e o n s t r a i n s
.

T h e a l g o r i t h m u s e s r a n d o m n u m 一

b e r s t o g e n e r a t e t h e i n i t i a l v a l u e a u t o m a t i e a l ly
.

I t 15 s u i t a b l e t o s t r u e t u -

r a l d y n a m i C m o d i f i c a t i o n s o r o f h i g h a c c u r a c y a n d v i b r a t i o n d e s i g n w i t h

r e l i a b l e e o n v e r g e n e e
.

I t e a n b e u s e d w h e n f r e q u e n e i e s a n d m o d e s o f v i b r a 一

t i o n a r e g i v e n o r o n ly t h e f r e q u e n e i e s a r e g i v e n
.

T h e o r d e r s o f d e s i r a b l e

f r e q u e n e i e s a n d / o r 二 o d e s o f v ib r a t i o n a r e o p t i o n a l
·

P o s s ib l e l i m i t a t i o n s i n

d e s ig n h a v e a l s o b e e n e o n s id e r
.

T h e n u m e r i e a l e x a m p l e s a n d e x p e r i m e n t s

h a v e s h o w e n t h a t t h e a lg o r i t h m 15 w f f e e t i v e
.

l t h a s b e e n a p p l i e d t o t h e o -

r e t i e a l p h y s i e s a n d a e r o n a u t i e a l e n g i n e e r i n g s u e e e s s fu l l y a h d e f f e e t i v e l 犷
。


