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线性振动系统的特征值亏损间题

南京航空学院 陈振藩

摘 要

木文导出了线性振动系统的特征值亏损充分必要条件
,

给 出儿个有特征值

亏损的例子
,

并得到一些有用的结论
。

一
、

前 言

线性振动系统的一个特征值 入
,

其重数为久
,

所属的特征状态子空间 .
、

的维数为3
、,

有关系

4 、
5 3 、 67 8

当且仅当等式成立时
,

特征值 入无亏损
,

换句话说
,

当且仅当

9、5 3 、 6: 8

时
,

特征值 入有亏损
。

过 去
,

振动系统的模态分析
、

参数识别和振动控制等有关理论
〔: 一∃ 和技术

,

大多不

考虑系统的特征值亏损问题
,

即使考虑
,

也不是主题
,

而且多属猜想或有待 论 证 的 看

法
,

例如
,

有人曾猜想比例阻尼系统和非比例欠阻尼系统不会出现特征值亏损的 情 况
,

但是事实上并非如此
。

本文是作者在张阿舟教授倡导下所作的有关振动系统特征值亏损问题的 一 些 工 作

结果
。

二
、

阻抗矩阵的秩数

线性振动系统 . 6〔;〕
,

6% 〕
,

〔< 〕8 的 9
、

重特征值 入相应的阻抗矩阵6= 6入8〕为

〔= 6入8〕> 〔入
=

; ? 入% ? < 〕
。 ≅ 。

6Α 8

二次特征值问题

〔= 6入8〕Β甲 Χ二 哎∃ Χ 6 Δ 8

的线性无关解组 Ε甲 Χ
2

Φ ,

Ε甲 Χ
Φ ,

⋯ Β甲 Χ
,

张成的子空 −’Γ1 称为 入的振型子空间
,

记为厂
、,

而

以 Ε甲 Χ ,
6 7 >  ,

⋯
, Η

8 为列构成的矩阵〔中〕
、

〔小〕Ι > 以甲 Χ
Φ

三Ε甲 Χ
Φ

Φ ⋯ Ε甲》
,

〕 6 � 8

称为 入的振型矩阵
,

显然犷
、

的维数
,
与阻抗矩阵〔= 6入8〕的秩 数 Ηϑ 碱〔= 6 入8〕有 下 列

关系
, Κ 3 7Λ 犷

Ι
二 Η ϑ , Μ 〔中〕

、
> ” 一 ) ϑ 0 Μ〔Ν 6入8〕 6 # 8

工! ∀ �年 Δ 月 :∀ 日收到
2



勃# 航 空 学 报 第 � 卷

特征值 入的特征状态向量为

、、产‘、2产行才∃∃
叮了、了‘、

Ν,222,Η8
、、Χ 7一

Ε
一

念Χ 6 ‘一 ‘

它们构成特征状态子空间.
Ο

的基底
,

相应的基底矩阵〔甲〕
、

为

「  
2

、
Π Π Π

Θ平 Ρ‘一 Θ‘, 矛, , 悦, 夕, “ “, 全
·

Ρ “ Σ
一

对石
’

」Θ甲 Ρ‘

且有关系

3 Α
游

Ι
> Η ϑ 。寿〔甲〕

、
> Η ϑ 。存〔中〕、二 Η

6。8

即特征值 入的振型子空间犷
、
与特征状态子空间又有相同的维数

。

根据式 6 : 8 可知特征

值 入有亏损的充要条件是
,

当且仅当

Φ ϑ , 寿〔= 6入8〕5
Τ 一 9、 6 ∃8

注意到

 6 9
Ι

《 :。
,

0 《
Η ϑ 0 Μ 〔= 6入8〕6

”
6 :8

就可 以从简单的充要条件 6 ∃ 8 式导出一些有用的结论来
。

不失普遍性
,

设阻抗矩阵〔= 6入8〕有如下形式

6= 6入8〕> 〔6入
:
? Υ0 箩8夕? 入〔ς , Ν〕 6 : 8

 
2

比例阻尼系统 此时〔自户是对角阵
,

特征值 入一定是其阻抗 矩 阵 〔6入
:
十 入自

,
十

。于8乡的某 些对角元素的零点
,
入亏损的充要条件为

Φ

当且仅当 入是某些对角元素的 重

零点
。

即存在某个下标 掩使得

入
:
? 入ς 。,

? 。琴> ∃

: 入? ς , 。> ∃ , ς , , > :。 。> 一 :入 Χ 6 Ω 8

写成定理如下
Φ

〔定理  〕 比例阻尼系统有亏损特征值的充要条件是
,

当且仅当它的某个模态阻尼

是临界阻尼
。

〔推论  〕 无阻尼系统有亏损特征值的充要条件是
,

当且仅当它有零特征值
。

即刚

度矩阵奇异
。

:
2

非 比例阻尼系统 此时阻尼矩阵〔%〕不是对角阵
,

即式 6 : 8 中非对角元 素 Υ11

6 ‘今 Ξ 8不全为零
。

6 8 当9Ι 8 。 ?  ,

显然
,

入必亏损
。

6 : 8 当9
、
> ” ,

要 入无亏损的充要条件是
Φ

当且仅当阻抗矩阵〔= 6入8〕等于零阵
,

但是
,

对于非比例阻尼线性振动系统
,

这是不可能的
。

事 实 上
,

如 果 特 征 值 入斗 。 ,

〔= 6入8〕的非对角元素 入ς ‘,
6 7 今 Ξ 8 至少有一个不为零

,

〔= 6 入8〕今 ∃ Ι 如果 入> ∃ ,

则〔= 6∃ 8〕> 〔‘弓〕
,

振动系统的固有频率不会全为零
,

同样有 〔= 6入8〕专 ∃
。

因此
, Φ

重特征值必亏损
。

〔定理 : 〕 。 个 自由度的非比例阻尼振动系统的
。 重特征值必亏损

。

〔推论 : 〕 两 自由度非比例阻尼振动系统的重特征值必亏损
。

例  下列系统必有一对共扼的亏损特征值
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、万,
二

」2二:

·

ΨΨΗ2Ρ、‘戈Ζ 0 ≅ 杯
[ Ζ 、

艺, Π Π 、

五 一 1 ∴
2 目

二一 一
Ξ 火山  

一切
= Ξ

] 艺 [

[
Π

[ Ζ ]Ν
,

Π Π Π Π 、 Π Π

 [  一 1一下一
Κ

Ρ 气山 ∴
一 山: 少 Ζ 山 ϑ

⊥ 、 ‘ [

十

、

 
2

卜−Ρ,Ρ么

�� �

!
资、‘、

∀
,

# ∃ %

&
∋

# ∃ %

、

(卜)∗+,戈义

−

+
,
、

走
、.(...∗,

,.
.

#/0
广(1111‘

十

其 中 2 ,
今 。

∋ , 0 3 4 3
。 ,

5 60 ∋

该系统的特征值为

入
∋
一 入

∋
一

于#
一

十
。 #。

∋
5 。 ∋

% 5

丫
、

,
一 、

‘
一

十#
一

十
# 。 % #。

,
5 78 9

, 一 ,

‘。 ) 60 厂子
# 60

(
5 。 ,

%
,

%
:

, ; ; , ;

犷
, ; 、 .

; 兀、
+ + 弓 < ∗ , ‘月 =

一

—
、<

.

∗ + .
宁

.

< ∗ , & (

>
一 ? 一 ’

:

由此可见振动系统出现特征值亏损情况并非罕见的
。

剩下的问题是非比例阻尼系统的低于
≅ 重的特征值亏损问题

,

我们已得到一些结果
,

不拟在此赘述
。

三
、

有亏损的特征值的特征子空间
〔‘’

具有对称系数矩阵的振动系统 Α # #Β〕
,

阵的标准特征值问题
。

设质量矩阵 〔Β〕可逆

〔7 〕
,

〔Χ 〕% 的特征值问题可化为复对称矩
,

则取状态向量为

、.产、,了∗皿一−匕+一
. .上

了.、了、、9 Δ一 〔Ε〕
Φ
一

套
一

卜
〔Ε〕《, ,

其中〔Ε〕是一个复对称非奇异方阵
,

且有关系

〔Ε〕
,
一

(
·

佘答〕
一 〔, 〕

经过简单运算
,

就可得状态方程

Φ宕# ∃ % Δ Γ 〔/ 〕Φ Η
# ∃ % Δ # +Ι %

, 。
、 ,

。
、 ; ∋ , 。 、 ,

八
、 。 , , 。 、

∀ Χ ∋ 8 、
〔/ 〕ϑ 一 〔Ε〕

一 , 〔Κ 〕〔Ε〕
. , ,

〔Κ 〕ϑ 卜协
Γ

Δ⋯长
Λ
Δ # , Μ %、一

‘ “ 、 ‘ 、 Γ , 、
、

尸 ’ “

Γ
’

Ν 8 !一Β ∗

由于 〔口〕
一 , 和〔Κ 〕的对称性

,

#刀〕一定也是对称矩阵
,

但一般是复数矩阵
。

矩阵 〔/ 〕 的标准特征值问题与振动系统的二次特征值问题是等价的
,

这两个特征

问题的特征值的数值
、

重数和亏损情况完全一样
。

文献 〔+ 〕 指出
∋
对称的复数矩阵的特征值 入有亏损

,

当且仅当 入的特征子空间有

拟零核
。

所谓子空间 Ν 有拟零核佳 Δ系指

# Ο % Φ 0 Δ斗 Φ七Δ任 Ν
.

# , Π %

# , % 3 ∋ Δ
了

Φ息Δ ϑ 2 ,

Θ Φ Η Δ任 Ν # , = %

设对称的复数矩阵 〔/ 〕的特征值的特征子空间Ν
、

的基底矩阵为

〔幻
、
ϑ 以 ∋ Δ , 三Φ 君 Δ ∋ 三“

·

《才 Δ
,

〕

则子空间几有拟零核的充要条件是
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〔: 〕百〔:〕
、

奇异

由于

〔“〕一 〔_〕
⎯

·

小 、

入中
Ο

、少、少Τ,,1,“,臼了2
、了Η、

〔乞〕于〔: 〕
Ι
> 〔中〕百〔:久; ? % 〕〔小〕、

因此有

〔定理 Ω 〕

〔推论 Ω 〕

对称线性振动系统的特征值 入有亏损的充要条件是
,

当且仅当

〔中〕百〔:入; ? % 〕〔中〕
、

奇异

对称线性振动系统的非零特征值 入有亏损的充要条件是

〔小片〔入
=

; 一 < 〕〔中〕
Ι

奇异 6: : 8

事实上
,

当 入钾 ∃ 时

〔中〕百〔:入; ? % 〕〔中〕
、
∴

6小 8百
入

〔入
“

; 一 < 〕〔中〕
、

由定理 Ω 容易证明本推论
。

〔推论 Δ 〕 对称线性振动系统的零特征值有亏损的充要条件是
,

当且仅当

〔中只〔% 〕〔中〕
、

奇异 6: Ω 8

由此可见
Φ

无阻尼系统的零特征值必亏损
多
具有正定阻尼矩阵的对称线性振动系统

的零特征值一定无亏损
。

〔推论 � 〕 对称线性振动系统的特征值 入的特征状态子空间了
、

如果是一维的
,

则 入

有亏损的充要条件是
,

当且仅当
:入Ε甲 Χ百〔;〕Ε甲 Χ

、
? Ε甲 Χ−〔% 〕Ε甲 Χ

、
> 0 6: Δ 8

〔推论 # 〕 对称线性振动系统的非零实特征值 入有亏损的充要条件是
,

当且仅当 入

是其振型子空间犷
、

上的缩聚系统 66; 〕
、,

〔< 〕
、

8 的固有频率
,

其中

〔;〕
、
二〔中〕Ε〔;〕〔小〕

、,

〔< 〕
、
二 〔中〕−〔< 〕〔中〕

、

6: � 8

下面举例说明上述结果的应用
。

例 : 已知两 自由度系统的 自由振动方程为

「
 杯元[ : 飞 Η1 ”8

Ε无Χ ? Χ 】6
≅ Χ ? Χ Χ丈

戈 Χ > 吸∃ 李

Θ杯元 [ : Δ 」 曰 叼

该系统有一个特征值 入> 一 : ,

试讨论这个特征值的亏损情况
。

Π 。 。

Κ
二 ‘

Π
2

α杯动 。 Π Ο 琴。

辫
, ∃ ‘一唯足一堆阴

, 、甲 八 Κ 、 Η
,

−1−Ρ 且们大尔
Θ Ω 8

Ε甲 Χ百〔% 〕Ε%9 卜
、

Ε甲 Χ百〔;〕Β甲 Χ
、

> Δ > 一 :入

根据〔推论 � 〕
,

特征值 入> 一 : 有亏损
。

例 Ω 已知某振动系统的系数矩阵为

、 α :  一 : 8 Η Δ ∃ 、
Χ 〔%卜 Χ  : 一 � Χ 〔< 〕> Χ ! Χ
Ρ

,

七一 : 一 � ≅ Ρ
,

七∃ ⊥ Ρ

  Τ,尸222⎯�

一一
、.护

Β

且存在亏损特征值 入 Ρ 一 + ,

求 Σ 和 Θ 的值
。
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解 由于阻抗矩阵 〔= 6一  88 的秩数为 :, 对应的 振 型 向量 Ε甲 Χ 、Κ Ε  , 1
,

一  Χ
了,

由此推出 ⊥ 一 “ Κ 一 Ω另一方面由亏损条件 Ε甲 Χ歹以
=

; 一< 8 Ε甲Χ 二 ∗ 得 ⊥ >  ,

从而 戈 一 Δ
。

例 Δ 证明下列的四 自由度系统

〔% 〕>

 �

「
“ ‘ 一 “一 Δ

Ε
’

‘ : 一 � ”

Χ
一 : 一 � ! �

Θ 一 Δ ! � �」
‘2 Η百ςΑ1ςς

ςς盈Ρ

一一
、1护

;
产2、

⋯」
的特征值 入> 一  是亏损的

。

〔证明〕 这个特征值的振型矩阵为

 Δ 一 �尸2  ⎯、

一一
、−Ρ

<
矛−Ρ

、1ΡβββΡ
 

 

一  

∃

 !

 ! 一 �  Δ」
广1ββχς吸

一一;而

, 2,1,ςΑςςΣςς1ςςΡ 上,土八,  

一一

Η2ςΑ口

χςΑςΑς
2Ρ

一一
、

2

护

中
子2‘

厂�

〔入
=

;
Ο
一凡

Ο

〕二 ⎯
Π

‘� Φ
奇异

,

““ 〔推 论 # 〕
,

入 Κ 一 1 是 亏 损 特 征值
,

它的

重数至少为 Ω
。
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