
求带通信号x(t)=Sa(t)cos2t ， < t <， 通过线性相位
理想低通滤波器的响应

例6
理想低通滤波器的响应
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当 时，输入信号的所有频率分量都能通过系统，即当c 时，输入信号的所有频率分量都能通过系统，即











 





 

  22π)( j   rectrecteY dt

50 2

















 222

)( rectrecteY



y(t)= x(ttd) = Sa(ttd)cos[2(ttd)] ， < t <y( ) ( d) ( d) [ ( d)] ，

当c 1时，输入信号的所有频率分量都不能通过系统，即

0)( Y

(t) 0 < t <y(t)=0， < t <

当1 c 3时，只有c范围内的频率分量能通过系统，故 当 c 时，只有 c范围内的频率分量能通过系统，故
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§1.8  确定信号的相关

相关系数一、相关系数

 两个信号波形是否相同的度量指标：均方差 两个信号波形是否相同的度量指标：均方差

以能量信号为例

dttxtxQ 



 2

21 |)()(|

 缺点：均方差无法反映两波形相似但幅度相差较大
的信号的相似程度的信号的相似程度

 为去除幅度相差的影响，对其中一个信号乘以一最
佳常数
50 4
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 最佳常数作用：使x1(t)和x2(t)的均方差最小




仍以能量信号为例
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 使均方差Q最小的应满足：
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 将代入Q可得到最小的均方差Q
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 定义：两个信号的相关系数
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 (x1, x2)越大，最小的均方差Q越小
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 许瓦兹不等式：

等号成立为实常数tt

dttxdttxdttxtx
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
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1|),(| 21  xx

等号成立为实常数，ataxtx ),()(when 21 

1|),(| 21  xx

 (x1, x2)定义为两个信号的归一化相关系数

 (x1, x2)=1表示两个信号波形完全相似

有时也使用不归 的相关系数
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

 )]()(Re[),( 2
*
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有时也使用不归一的相关系数：
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)]()(Re[),( 2121

 类似地，归一化和不归一的相关系数的定义可推广
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 对两个相同周期(T)的信号，相关系数定义为：

dttxtx
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T



对功率信号，相关系数定义为：
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2/ * )()(1li  d
T

dttxtx
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
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
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求两个信号x1(t)=A+Bcos0t和x2(t)=C+Dcos(0t+) 的相
关系数

例1
关系数

解：这是两个周期信号，周期为： 0/2 T
1 2/T

1

)]()(Re[1),(

2/

2/

2/ 2
*
121 dttxtx

T
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T

T

T






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)]cos(][cos[1
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2/
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T

TT

T

T










)(11
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T
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T
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T

T

T
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



 




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dttBDAC
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T
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T

T
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





 




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T
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T



 
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2/ 22/ 2 ]cos[1|)(|1 dttBAdttx
TT

  
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2/ 02/ 1
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]cos[|)(|
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T
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T

T
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





 




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T

T
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









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2/ 0

1
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2
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T

A
T



  

222/ 2 1|)(|1 DCd
T

类似

2
BA 

22
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2
2 2

1|)(|1 DCdttx
T T

 类似

2/ * cos1)]()(Re[1
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T


2
1
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2
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2
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



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


 



 








 






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T
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


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当A=C=0时：




 cos
cos

2
1cos

2
1

),( 1121 



BDBDAC

xx

2
1

2
1

2
1

2
1 2

1

22
2
1

2222





































 





  DBDCBA

两个频率相同的正弦信号间的相关系数是这两个信号之间
相位差的余弦函数相位差的余弦函数

进一步，当相位差为： ,2,1,0,
2

 kk

0),( 21 xx
2

两个信号不相关

不相关通常称为正交
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二、相关函数

 相关系数不足以表示两个信号的相似程度

例1中



cos),(

)/(cos)cos()(,cos)(

21

000201




xx
tDtDtxtBtx例1中

相关系数与其中一个波形的时间移动有关

 x (t)和x (t)的互相关函数(cross-correlation)定义为： x1(t)和x2(t)的互相关函数(cross-correlation)定义为：

对能量信号





 dttxtxR )()()( *

2112 
对功率信号




2/

2/

*
2112 )()(1lim)(

T

TT
dttxtx

T
R 

对功率信号
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
2/ * )()(1)(

T
d

对周期信号

 
2/

*
2112 )()(1)(

T
dttxtx

T
R 

当 类似地将 的自相关函数 当x2(t)=x1(t)=x(t)，类似地将x(t)的自相关函数(auto-
correlation)定义为：




 dttxtxRx )()()( * 
对能量信号

 x )()()(

对功率信号
2/1 T




2/

2/

* )()(1lim)(
T

TTx dttxtx
T

R 

对周期信号

 
2/

2/

* )()(1)(
T

Tx dttxtx
T

R 

对周期信号
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求图示两个信号x1(t) 和x2(t)的互相关函数例2

x1(t)

2

x2(t)

1

2

1

0 1 2
t t

0 1

解： 



 dttxtxR )()()( 2112 

( )x2(t-) <-1 当 <-1时，




t

1 0)()()( 2112  



dttxtxR 

50 16
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当-1< <0时，-1< <0x2(t-)














)()()(

1

2112 dttxtxR1




 


1)11(
1

0
dt

 t0 1+ 当0< <1时
  




)()()(

11

2112 dttxtxR

( )

当0< <1时，





 


121)12()11(

1

1

1
dtdtx2(t-) 

>0 当1< <2时


t

0 1+

1 当1< <2时，

 )()()( 2112  



dttxtxR

0 1+




24)2(2)12(
2

  dt


50 17
当 >2时， 0)()()( 2112  




dttxtxR 



 111










 2124
111

)(12 


R

 else0

R12()

2

-1 21


0
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三、相关函数的性质

1、与频谱的关系

对能量信号 若
)()]([F),()]([F),()]([F 12122211  ERXtxXtx 

 对能量信号，若

)()()( *
2112  XXE 

证：证：

)(
2
1)()()()(

*
)(

21
*
2112 


  dtdeXtxdttxtxR tj





  













)()(
2
1)(

2
1)( 1

*
2

)(*
21 








 dedtetxXdtdeXtx jtjtj 



  


















)()(
2
1

*

1
*
2 


deXX j 





50 19
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211212  XXRE 



E ()具有能量谱的量纲E12()具有能量谱的量纲

称E12()为x1(t)和x2(t)的互能量谱，简称互谱

推论： )()()()]([F *  xx EXXR 

称E12()为x1(t)和x2(t)的互能量谱，简称互谱

维纳-辛钦定理：
能量信号自相关函数的傅里叶变换为信号的能量谱

 对功率信号，类似地有：

功率信号x1(t)和x2(t)的互相关函数的傅里叶变换P12()
称为功率信号x1(t)和x2(t)的互功率谱，也简称互谱1 2

)()]([F 1212  PR 

50 20



维纳-辛钦定理：钦
功率信号自相关函数的傅里叶变换为信号的功率谱

)()]([F  PR )()]([F  xx PR 

2、相关函数的最大值、相关函数的最大值

 对能量信号

dttxdttxdttxtx |)(||)(||)()(| 2
2

2
1

2
21  



根据许瓦兹不等式：

等号成立为实常数，ataxtx

dttxdttxdttxtx

),()(when

|)(||)(||)()(|
*
21

2121



  

2/1

EEEdddR  
 2/1

2/1
2*2* ][|)(||)(|)()()0(

EEEdttxdttxdttxtxRx 



  













2/1
2/1

2*2* ][|)(||)(|)()()( 

50 21
EEEdttxdttxdttxtxRx 



  

2/122 ][|)(||)(|)()()0(



ERR  )0()(

能量信号自相关函数在 =0时有最大值，最大值为信号的能量

xxx ERR  )0()(


 j1 **

互相关函数在 =0时不一定有最大值：















 

 

 deXXdttxtxR j

11

)()(
2
1)()()0(

*

0

*
21

*
2112









 





dEdXX )(

2
1)()(

2
1

12
*
21

称R (0)为信号x (t)和x (t)的交叉能量称R12(0)为信号x1(t)和x2(t)的交叉能量

 对功率信号，类似地有：
xxx PRR  )0()(

功率信号自相关函数在 =0时有最大值 最大值为信号的功率
50 22

功率信号自相关函数在 =0时有最大值，最大值为信号的功率



互相关函数在 =0时不一定有最大值：





 


dPR )(

2
1)0( 1212

称R12(0)为信号x1(t)和x2(t)的交叉功率

3 共轭对称性

信号自相关函数具有共轭对称性

3、共轭对称性

以能量信号为例来证明，结论对功率信号也成立

)()( *   xx RR













  dttxtxdttxtxRx )()()()()( *

*
** 

以能量信号为例来证明 结论对功率信号也成

证：

)()()()()()( *** RdttttdttR  


令： tddttt  

50 23

)()()()()()(  xx RdttxtxtdtxtxR   



当x(t)为实信号时，Rx()是实函数

)()()()( *   RRRR
实信号的自相关函数是 的偶函数实信号的自相关函数是 的偶函数

对于互相关函数，有：

)()( *
2112   RR

仍以能量信号为例来证明 结论对功率信号也成立








  dttxtxdttxtxR )()()()()( 1

*
2

*
*
12

*
21 证：

仍以能量信号为例来证明，结论对功率信号也成立

 


 dttxtxdttxtxR )()()()()( 121221 

令： tddttt  

)()()()()()( 12
*
211

*
2

*
21  RdttxtxtdtxtxR  








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4、相关与卷积的关系

卷积：

 以能量信号为例来说明

)()()(,)()()( 2121  XXXdtxxtx  




卷积：

相关相关：
)()()(,)()()( *

2112
*
2112  XXEdttxtxR  





相同点：时间延迟、相乘、积分
不同点 卷积信号反转 相关信号共轭不同点：卷积信号反转；相关信号共轭

 互相关可化为卷积来计算(卷积存在快速算法)

)()( txtx 

相关 化为 积来计算( 积存在快速算法)
先将第二个信号时间域上反转，记为第三个信号：

50 25

)()( 23 txtx 



再计算第一个信号与第三个信号的共轭信号的卷积：

)]([)()()()(*)(

*

*
31

*
31

*
31  dttxtxdttxtxxx 














计算结果就是第一个信号与第二个信号的互相关函数

)()()( 12
*
21  Rdttxtx  





计算结果就是第 个信号与第二个信号的互相关函数

四、线性系统与相关函数的关系

 对能量信号
确定性信号通过线性系统：

)()()(
)(*)()( thtxty






确定性信号通过线性系统：

** )]()()][()([)()()()]([F

)()()(





HXHXYYER

HXY

yy 


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2* |)(|)()()]([F  HHHRh 

)(*)()(  hxy RRR 

有

)()]()([)()()()]([F **  XHXXYER yxyx 

类似地有：

)(*)()(
)()()()()( *




hRR
HEHXX x

yy


)(*)()(  hRR xyx 

 对功率信号，同样有：

)(*)()(

|)(|)()()]([F 2





RRR

HPPR

hxy

xyy





)(*)()(

)()()()]([F
)()()(



hRR

HPPR xyxyx

hxy


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§1.9  Hilbert变换§ 变换

一、Hilbert变换的基本概念

 Hilbert变换(希尔伯特变换/H变换)：移相网络

 


02 
j

e








0

0)(
2

2



 j
e

eH

|H()|  ()
1

/2

 -/2
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002 


je
j   



)(
0
0

0

0)(
2

2







  jSgn
j
j

e

eH
j



















)(2)]([F)()]([F2)]([F 


 xtXXtx
j

tSgn 对称性：

)(2)(22F  SgnSgn
jt











t
thjSgnH


 1)()()( 

 x(t)的Hilbert变换： )(ˆ tx

t

( )的 变换 )(

H变换x(t) x(t)
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txthtxtx 1*)()(*)()(ˆ 时域：


dd

t
txthtxtx

1)(11)(1

)()()()(




时域：













dtxd
t

x 1)(11)(1
 






频域 )()()()()](ˆ[F  XjSgnHXtx 频域：

 Hilbert反变换：

)(
)()(

1
)(

1)( 21 


 jSgn
Sgnj

j
jSgnH

H 






)()()(  SgnjjSgnH

t
th


1)(1 
t

t
tx

t
txthtxtx 1*)(ˆ1*)(ˆ)(*)(ˆ)( 1 









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求信号x(t)=cos0t的H变换例1

解 从时间域求解解：

 dttxtx 
 1)](cos[11*)()(ˆ

从时间域求解：







dt
t

txtx







 0

1111

)](cos[*)()(















tt

dtdt









0000

0000

sinsincoscos

1sinsin11coscos1

的奇函数为的偶函数为 i












 dtdt

 
 0000 sinsincoscos

的奇函数为、的偶函数；为  00 sincos

dtdtt 0000 )(sinsin2sinsin2)(ˆ 



tSitdSt

ddtx

000

00
0

00
0

00

isin2)(sin2)(sin2

)()(















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0
00

0
0 sin

2
s)(s)(s 









 



F
从频率域求解：

jSgnH
ttx 00

F

0

)()(
)()(cos)(







jjHXtx

j g

00

F
)()()()()(ˆ

)()(

 
ttx 0sin)(ˆ 

X() H()

()() (j)j

  
(-j)-j
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 常见的Hilbert变换：

cossinsincos 0000 tttt
HH

 

)(11)( t
tt

t
HH




 



 Hilbert变换-/2移相器

ttt
H

000 sin
2

coscos 









 

ttt
H

000 cos
2

sinsin  





 

tjtjeeeee tjtjjtjH
tj

00
22 cossin00

0
0 


 







 
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二、Hilbert变换的性质

1、H变换只改变信号的相位谱，振幅谱不变




j










0

0)(
2

2



 j

j

e

eH


 对能量信号 能量谱不变 能量不变

 对功率信号 功率谱不变 功率不变

2、实信号的H变换仍为实信号

txthtxtx 1*)()(*)()(ˆ


dtd

t
txthtxtx

1)(11)(1

*)()(*)()(





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











dtxd
t

x )()(  







3、实信号x(t)与其H变换 是正交的：)(ˆ tx( )

0)(ˆ)( 



dttxtx

证：




  dttxtxdttxtxR )()()()()( *

对于实信号：
















 deXXdeE

dttxtxdttxtxR

jj )()(
2
1)(

2
1

)()()()()(

*
2112

212112

令：




   22
)(ˆ)(),()(,0 21 txtxtxtx 













 dttxtxdttxtxR

*

2112

1

)(ˆ)()()()0(







 


dtxX *

1

)]}(ˆ){F[(
2
1
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


 


djSgnXX *)]}()[(){(

2
1











 


djSgnXXdttxtx )]}()[(){(

2
1)(ˆ)( *










 




djSgnX )]([|)(|
2
1

2
2

2

对于实信号： 的偶函数为 2|)(| X

)]([|)(|  jSgnX 的奇函数为

然而： 的奇函数为)(Sgn

0)]([|)(|1)(ˆ)(

)]([|)(|

2 










djSgnXdttxtx

jSgnX 的奇函数为

4、信号x(t)的H变换 的H变换为：)(ˆ tx

0)]([|)(|
2

)()(  



djSgnXdttxtx

－

( )

)()(ˆ̂ txtx 
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证： )]()][()[()]()][(ˆ[F)](ˆ̂[F jSgnjSgnXjSgntxtx  

)(
011)(

)]()[()]([)1)(( 2222

X
X

SgnXSgnjX


 






)()(ˆ̂

)(
0)1()1()(

)(

txtx

X
X











 


5、卷积的H变换：

)()( txtx 

5、卷积的 变换：

)(ˆ*)()(*)(ˆ)(ˆ)(*)()(if 212121 txtxtxtxtxtxtxtx 
证 1*)(*)(1*)](*)([1*)()(ˆ 2121 t

txtx
t

txtx
t

txtx 











证：

)(*)(ˆ1*)(*)()(ˆ*)( 211221 txtx
t

txtxtxtx 










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三、Hilbert变换的应用

1、实信号的单边频谱表示－－解析信号

实信号 (t)的频谱实部关于 偶对称 虚部关于 奇对称 实信号x(t)的频谱实部关于偶对称，虚部关于奇对称

Re[X()] Im[X()]



 已知实信号>0的频谱部分  实信号的频谱X()



已知实信号 的频谱部分 实信号 频谱 ( )

 有时只需讨论>0的频谱部分  单边频谱的信号
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I1()R1()1( )

 









0|)(||)(|
0)()(

)()(
11

11
F





jIR
jIR

Xtx
 |)(||)(| 11 j









0|)](||)(|[
0)]()([

)]()[()()(ˆ 11
F





jIRj
jIRj

jSgnXXtx H



 



 

0|)(||)(|
0)()(

0|)](||)(|[

11

11





IjR
IjR

jIRj
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Im[XH()]Re[XH()]











0|)(||)(|
0)()(

)()(ˆ
11

11
F





IjR
IjR

Xtx H












0|)(||)(|
0)()(

)()(ˆ

|)(||)(|

11

11
F

11





jIR

jIR
jXtxj

j

H
  0|)(||)(| 11  jIR

Im[jXH()]Re[jXH()]

50 40





 


0)]()([)]()([

)()(ˆ)()( 1111
F 


jIRjIR

txjtxt


 




 

0)(2)]()([2

0|)](||)(|[|)](||)(|[
)()()()(

11

1111






XjIR

jIRjIR
j


 00 

Re[ ()] Im[ ()]Im[ ()]

 

 信号 (t)只存在 >0的频谱(单边频谱) 信号 (t)只存在 >0的频谱(单边频谱)

 信号 (t)称为实信号x(t)的解析信号(analytic signal)
 1
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








t
txjtxtxjtxt


 1*)()()(ˆ)()(



解析信号的虚部为其实部的H变换
解析信号的傅里叶变换总是因果的

 常见实信号x(t)的解析信号 (t)
tjetjttxjtxtttx 0

000 sincos)(ˆ)()(cos)(  

 常见实信号x(t)的解析信号 (t)

)()(cos)(
F

00

F

0   ttx

)(2)( 0

F
0    tjet

cossin)(ˆ)()(sin)(   tjttxjtxtttx
)2/(

00

000

00)sin(cos

cossin)()()(sin)(






tjtj eejtjtj

tjttxjtxtttx

)()(sin)(
F

00

F

0   jjttx
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 实信号x(t)的解析信号 (t)也称为x(t)的预包络(per-envelope)

0)()(  tj cett  

 实信号x(t)的复合包络(complex-envelope)为：

0,)()(  c
j

e
cett 

 X 0)(2
复合包络也是解析信号









 
c

tje
X

c 



  )(2,
00
0)(2

)(
F









c

cc
e

X




0

)(2
)(

 c

Re[e()] Im[e()]


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复合包络e(t)只有 >0的频谱

)(ˆ)()()()( tIjtItjQtIte 

I(t)和Q(t)分别称为x(t)在频率 上的同相分量和正交分量I(t)和Q(t)分别称为x(t)在频率c上的同相分量和正交分量

实信号x(t)可用其在频率c上的复合包络来描述：

])(Re[])(Re[)](Re[)( 2
tjtjtj ccc eteetttx    

x(t)也可用其在频率 上的同相分量和正交分量来描述：

tjttjQtIettx cc
tj

e
c   ]}sin)][cos()(Re{[])(Re[)( 

x(t)也可用其在频率c上的同相分量和正交分量来描述：

ttQttI cc  sin)(cos)( 

  (t)或 (t)的幅度称为x(t)的自然包络(natural envelope)

|)(||)(|)( tttA e 

  (t)或e(t)的幅度称为x(t)的自然包络(natural envelope)
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求信号x(t)=cost 的预包络、复合包络和自然包络例2

tt  sincos
H

解：

tjetjttxjtxt   sincos)(ˆ)()(

x(t)的预包络为：

etjttxjtxt   sincos)()()(

x(t)在频率c上的复合包络为：

tjtjtjtj
e

ccc eeeett )()()(   
x(t)的自然包络为： 1|)(||)(|)(  tttA x(t)的自然包络为： 1|)(||)(|)(  tttA e 

验证： ttQttI cc )sin()(,)cos()(  

sin)sin(cos)cos(
sin)(cos)(

tttt
ttQttI

cccc

cc






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2、实因果信号频谱实部与虚部的关系


 对于实因果信号x(t)：








00)(
00)(

and)()( *

ttx
ttx

txtx

其频谱X()为：

1*)()()()()()(
F

RIjIRX

设偶信号(t)为：


 *)()(),()()()( RIjIRXtx 


 


0)(

)(
ttx

t证： 设偶信号(t)为：

 


0)(

)(
ttx

t证：

x(t) (t)

00
t 0 t
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)()()( tuttx 






























 1*)(

2
1)(*)(

2
11)(*)(

2
1)(

jj
X





 

 





 1*)(

2
1)(

2
11*)(

2
1)(

2
1 j

j

jj

而

j

dtttjdtttdtet tj 
     sin)(cos)()()(而

(t)、cos t为偶信号；sin t为奇信号 

为奇信号为偶信号

dtttjdtttdtet  
  sin)(cos)()()(

dtttxdttt

tttst




 cos)(2cos)(2)(

sin)(cos)(



 为奇信号为偶信号；

dtttxdttt 
00

cos)(2cos)(2)( 
而 dtttxjdtttxdtetxX tj 













    sin)(cos)()()(

50 47dtttxRjIR 



  cos)()()()(



x(t) 为因果信号  dtttxdtttxR 





0
cos)(cos)()( 

)(2cos)(2)(
0

 Rdtttx  





 1*)(
2
1)(

2
1)( jX 



 




 )()(1*)()( jIRRjR 






 1*)()( RI 

实因果信号频谱的实部和虚部不独立，两者为H变换关系

讨论阶跃信号u(t)频谱实部与虚部的关系例3

解  1)(1)()(
F

j
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解： 









 )()()( j

j
tu



 1)()()(  IR









 11*)(1*)(1*)(R 




1*)()( RI 


)()(

3、窄带信号的H变换

]cos[)()(  ttatx

3、窄带信号的 变换

 窄带信号x(t)的表达式：
]cos[)()( 0   ttatx

其中a(t) 相对cos(0t+)来说，是慢变化的信号

即a(t)的频谱为低通型的：


 


||0

)()( 0
F  cAt
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(t)

0是窄带信号的载频，0t +是窄带信号的相位

(t)

a(t)

|A()|

t

x(t)

0 t
c-c

|X( )||X()|

0-0


-0-c -0+c 0-c 0+c

)i ()()(ˆ ttt

 窄带信号x(t)的H变换为：

50 50
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