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第三节 曲纹坐标 
1． 曲纹坐标系 

定义 1  设 1( , , )nx x 是 n维欧氏空间 nE 中的直角坐标系。设有

开集 nU E⊂ ，假定在U 中点的直角坐标记为 1( , , )nu u 。如果存在同

胚映射 : nf U V E→ ⊂ ，表示为 

 1( , , ), 1i i nx f u u i n= ≤ ≤ ， 

其逆映射 1 :f V U− → 表示为 

 1( , , ), 1i i nu g x x i n= ≤ ≤ ， 

    并且 1( , , )i nf u u 和 1( , , )i ng x x 都是光滑函数，则称 1( , , )nu u 为

nV E⊂ 上的曲纹坐标系。此时，区域U 和V 通过光滑同胚 f 等同起

来，点 P V∈ 的曲纹坐标 1( , , )nu u 就是其原象 1( )f P− 在区域U 上的

直角坐标。 
     

2． 隐函数定理 
定理 1  假定 

1) m n+ 个变元的 n个函数 1, , nF F 在以 1 1
0 0 0 0( , , , , , )m nx x y y 为

中心的m n+ 维长方体 
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内有定义，并且连续； 
    2) 这些函数关于各个变元的偏导数在D内都存在且连续； 

    3) 点 1 1
0 0 0 0( , , , , , )m nx x y y 满足方程组 

 1 1( , , , , , ) 0, 1m nF x x y y nα α= ≤ ≤ ； 

          4) Jacobi 行列式 1
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在这一点不为 0； 

     那么 
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a) 在点 1 1
0 0 0 0( , , , , , )m nx x y y 的某个邻域内方程组确定

1, , ny y 为 1, , mx x 的单值函数 

 1( , , ), 1my f x x nα α α= ≤ ≤ ， 

即上述函数组有恒等式 
1 1 1 1( , , , ( , , ), , ( , , )) 0m m n mF x x f x x f x xα ≡ ； 

b) 函数 1( , , ), 1mf x x nα α≤ ≤ ，是连续的； 

c) 函数 1( , , )mf x xα 关于各个变元的偏导数都存在且连续。 

          定理 2 设D是 nE 中的一个开区域， : nf D E→ 是光滑映射。

若映射 f 在点P D∈ 的秩为 n，则存在点P的邻域U D⊂ ，以及点

( )f P 的邻域 nV E⊂ ，使得 | :Uf U V→ 是光滑同胚。 

 

3.例子 

   Ex1.平面 2E 内的极坐标系。 
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 Ex2. 3E 中的球坐标系。 
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常用的还有柱面坐标，坐标变换为 
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4.自然标架 

      假定在 nE 中取定单位正交标架{ ; }iO δ ，相应的直角坐标系为

1( , , )nx x 。设开集 ( )nU E⊂ 内的点直角坐标记为 1( , , )nu u 。

如果 : nr U V E→ ⊂ 是光滑同胚，即它在区域V 上给出的曲纹坐

标系 1( , , )nu u ，坐标变换为 

1( , , ), 1i i nx f u u i n= ≤ ≤ ， 

     则 iu −曲线的切向量是 
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              在任意一点 ( )Q r P V= ∈ 处切向量 1, , nr r 是线性无关的，

因而 { ; }iQ r 是 nE 在点 Q 的一个标架，称为由曲纹坐标系

1( , , )nu u 所诱导的自然标架。 

 

        5．度量系数 
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作业：P.48  Ex13、Ex15 


