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5.1   道路 

定义 2.9    设 X 是拓扑空间，从单位闭区间 0,1I ⎡ ⎤=⎣ ⎦到 X 的一

个连续映射 :I Xα → 称为 X 上的一条道路，把点 ( )0α 和 ( )1α 分别称为α

的起点和终点，统称端点 
定义 2.10   一条道路 :I Xα → 的逆也是 X上的道路，记作α，

规定 ( ) ( )1t tα α= − ， t I∀ ∈ 。 

5.2   道路连通空间 

定义 2.11   拓扑空间 X 称为道路连通的，如果 ,x y X∀ ∈ ，存在 X

中分别以 x和 y为起点和终点的道路。 

命题 2.27   道路连通空间一定连通。 
命题 2.28   道路连通空间的连续映像是道路连通的。 

 
5.3    道路连通分支 
 

定义 2.12    拓扑空间在等价关系 ∼下分成的等价类称为 X 的
道路连通分支，简称道路分支。 

命题 2.29     拓扑空间的道路分支是它的极大道路连通子集。 
 
5.4    局部道路连通 
 

定义 2.13     拓扑空间 X 称为局部道路连通的，如果 x X∀ ∈ ，x
的道路连通邻域构成 x的邻域基。 

引理      如果拓扑空间 X 的每一点 x有邻域
xU ，使得 x与

xU

中每一点都可用 X 上道路连接，则 
（1） X 的道路分支都是既开又闭； 
（2） X 的连通分支就是道路分支。 
定理 2.9    局部道路连通空间 X 的道路分支就是连通分支，它

们是既开又闭的；当 X 连通时，它一定道路连通。 
 

例题 1：证明欧氏平面除去可数个点后仍是道路连通的。 

证    设 X是
2R 除去可数个点后所得到的空间, 

Xyx ∈∀ , ，若 ,yx ≠ 设 L是线段 xy的中垂线。 
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设 z L∈ ,用(x,z,y) 表示连接 x,z,y 的折线, 由于这样的折线有不

可数多条, 而X的余集Y是可数集, 所以至少有一条折线(x, z, y)不含
Y中的点, 这表明 X是道路连通的。     

例题 2：证明至少有两个点的连通的T4空间一定是不可数集。 

      证  设 X 是至少有两个点的连通的 T4 空间，设 yx, 是 X  

中的两个不同点，令 }{xA = ， }{yB = ，则 A和B是 X 中的两
个非空不相交的闭集，故由乌里松引理知，存在连续函数

[ ]1,0: →Xf 使得 0)( =xf ， 1)( =yf ，又因 X是连通的，故

)(Xf 是[ ]1,0 中的连通集，而 )(1,0 Xf∈ ，因此 [ ]1,0)( =Xf ，

于是 X 一定是不可数集。 
例题 3：举例说明连通空间不一定为道路连通空间。 

[ ]解 2R 的子空间 

=X }x0|)
x
1sin,x{( < {∪ 1y1,0x|)y,x( ≤≤−= } 

是连通空间但不是道路连通空间。                  

事实上，设 =A }x0|)
x
1sin,x{( < ，则 A 与 ),0( +∞ 同胚，从而由

),0( +∞ 连通得到 A 连通。而 A 的闭包为 X , 因此 X 连通。               

下面用反证法证明 X不是道路连通空间。假如 X是道路连通空间，则存

在连续映射 [ ] X1,0:f → 使 )0,0()0(f = ， )0,1()1(f =  

令 =B  )}0,0{(f 1−
,下证在[ ]1,0 中是既开又闭的,由于B显然是闭的,

所以只需证明 B是开集. Bt0 ∈∀ ,令 

X}
2
1yx|)y,x{(U 22 ∩<+=  
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则因 [ ] X1,0:f → 连续,故存在 [ ]1,0)t,t(V 00 ∩ε+ε−= ,使 U)V(f ⊂ ,

易见 )V(f 连通. 下面用反证法证明 BV ⊂ . 

若不然，则 Vt∈∃ 使 )0,0()t(f ≠ ,且 )yx()t(f 1,1= ,其中 

1x<α β< ,这里 1)k
2
1( −π+π=α , 1)k

2
1( −π+π+π=β  

令 }x|)V(f)y,x{(C α<∈= , }x|)V(f)y,x{(D α>∈=  

则(0,0) C∈ , D)t(f ∈ ，这表明 C、D是非空开集，且 

DC)V(f ∪= ，这与 )V(f 连通矛盾。     

例题 4：证明道路连通空间定为连通空间。 
证明：设 X是道路连通空间，并且设 A为 X的一个既开又闭的非空集

合。 若 A不是整个 X，选取 AXyAx −∈∈ , ，并且用 X的道路γ 连结 x到

y，则 )(1 A−γ 是区间[0，1]内的一个非空真子集，并且，由于γ 的连续性，

它既开又闭的。这就与[0，1]连通的事实矛盾。因此， XA ≠ 的前提不能

成立，我们有 A=X，这正是所需要的。 
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