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一种用Duffing振子检测舰船辐射噪声线谱的新方法 
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摘要  用 Duffing 振子混沌检测系统对舰船辐射噪声的特征线谱进行检测. 分析了 Duffing 振子混沌运
动轨迹, 通过对状态方程的改进, 建立了 Duffing 振子混沌检测系统, 使系统能够检测任意的弱周期信
号. 仿真实验证明了 Duffing 振子相轨迹变化对周期信号的敏感性, 对白噪声及与参考信号频差较大的
周期干扰信号具有一定的免疫力. 引入  Lyapunov 指数作为混沌判据, 解决了系统动力学行为相变在定
量上的判定依据问题, 并且能够较为准确地求出混沌临界状态的阈值. 由此提出了一种基于 Duffing 振
子的舰船辐射噪声特征线谱的检测方法, 用此方法对 3组实船数据进行分析, 得到了各船型的特征线谱
值. 实验结果证明此方法具有高灵敏度、高分辨率的特点. 
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舰船辐射噪声是舰船性能的重要标志之一 , 它
包含舰船的类型、航速和吨位等各种信息. 分析和研
究舰船辐射噪声的特征 , 对于设计水中兵器的声引
信、有效地识别和攻击敌方目标具有十分重要的国防

战略意义[1~3]. 舰船辐射噪声是由舰体上的各种振动
和声源引起的, 主要来自推动系统、螺旋桨、辅机、
水动力效应或船体运动等方面 , 其中螺旋桨产生的
单频噪声(线谱)占较大一部分比例 . 不同类型的舰
船、同一类型不同航速的舰船, 它们的线谱频率各不
相同. 由于舰船噪声低频(100 Hz以下)线谱成分含有
丰富的信息 , 它比连续谱具有相对较高的强度和稳
定性, 且在水中传输损失较小, 传播距离较远, 适用
于水下目标的被动探测、跟踪与识别. 另一方面, 受
舰船航行状况及水声传输信道的种种影响产生幅度

和相位起伏、频移及频率扩展等, 使线谱具有某种程
度的不确定性.  

传统的目标探测主要是基于频谱分析和随机系

统理论的信号处理方法 , 当距离目标较远或目标信
号很弱时, 具有一定的局限性. 近 10年来, 混沌理论
的应用探索研究已逐渐深入医学、生态学、保密通信

和电子对抗等许多领域[4], 特别是近年来混沌振子在
弱信号检测中的应用发展较快 , 已成为当代非线性
科学研究中的一个热门课题 [5~7] . 本文将待测微弱信
号作为混沌系统的一种周期扰动 , 利用系统对参数
的敏感性, 使其状态发生本质的变化, 通过辨识系统 

的相空间轨迹 , 将强背景噪声下的微弱周期信号检
测出来. 理论计算和仿真实验证实了基于 Duffing 振
子的混沌检测系统在混沌状态和大尺度周期状态的

相轨迹图截然不同 , 由此可作为微弱信号的检测依
据. 其次采用 Lyapunov 指数法用于混沌判据, 在相
轨迹图定性判断的前提下, 给出了一个定量的判据, 
并能准确的求出混沌临界状态的阈值. 在此基础上, 
提出了一种基于 Duffing振子的舰船辐射噪声特征线
谱的检测方法 . 最后用实船信号的检测实验证明此
方法具有高灵敏度、高分辨率的特点.  

1  理论与方法 

1.1  Duffing振子混沌检测系统的建立 

混沌态是某些非线性系统所特有的一种运动状

态. 虽然混沌运动具有随机性, 但描述其运动的方程
是确定的 , 如著名的Duffing方程、Lorenz方程和
Vandpul方程等[8,9], 其中Duffing方程是非线性系统中
研究得比较充分的数学模型 , 因此选用基于该方程
的系统进行弱信号检测.  

Duffing方程是一个含有立方项的二阶微分方程, 
它在外部激励下发生振荡 , 产生周期运动和混沌运
动, 其中 Holmes型 Duffing方程的形式如下:  

 3( ) ( ) ( ) ( ) cos( ),x t kx t x t x t F t′′ ′+ − + =  (1) 

其中 cos( )F t 为周期策动力(参考信号), k 为阻尼比, 
3( ) ( )x t x t− + 为非线性恢复力. 当外加信号确定时, 系
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统的特性主要取决于系统的非线性恢复力 . 出于对
微弱信号的检测下限、混沌系统检测信噪比和系统 
混沌判据的证明 [10]等多方面的综合考虑, 将非线性

恢复力改为 3 5( ) ( ),x t x t− +  即 
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 3 5( ) ( ) ( ) ( ) cos( ),x t kx t x t x t F t′′ ′+ − + =  (2) 

但基于(2)式的检测系统具有一定的局限性: (ⅰ) 只
能检测频率为 1 rad/sω = 的周期信号; (ⅱ) 只能检测
与参考信号 具有相同波形的信号 . 解决方法
为(ⅰ) 在(2)式中, 令 t

)cos(t
ωτ= , 则 

 
2

2 3 2 5 2
2

d d cos( ).
dd

x xk x x Fω ω ω ω ωτ
ττ

+ − + =  (3) 

(3)与(2)式相比, 相速度提高了ω 倍, 但分岔性质不
变. 在(2)式中加入系数 , , 和 , 则 1c 2c 3c 4c

 3 5
1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) cos( ).x t kc x t c x t c x t c F tω′′ ′+ − + =  (4) 

令 1 ,c ω=  2
2 3 4 ,c c c ω= = =  (2)和(4)式的系统性质就

相同了. 这样(4)式即可以检测任意频率的正弦信号, 
但它还不能检测任意波形的周期信号. (ⅱ) 利用混
沌抑制的方法 [11]来构造混沌检测系统. 在Duffing方
程x5项的系数中加入一个弱周期微扰项, 方程变为 

 2 3 2 5 2[1 ( )] cos( ),x k x x as t x F tω ω ω ω ω ω′′ ′+ − + + =  (5) 

其中 ( )as tω 为待测弱周期信号 ,  cos( )F tω 为系统内

置参考信号. 当a = 0时, 即无参数微扰时, 将系统置
于混沌临界状态, 此时加上非线性x5项系数的弱周期

微扰, 就可以把混沌状态抑制掉, 进入大尺度周期状
态, 从而将待测弱周期信号检测出来. (5)式的动力 

学方程为 

  (6) 2 3 5

,

{ [1 ( )] cos( )},

x v

v kv x as t x F t

ω

ω ω

′ =⎧⎪
⎨

′ = − + − + +⎪⎩ ω

由(6)式建立Duffing振子混沌检测系统仿真模型, 如
图 1. 在无外界信号输入(a = 0)时, 逐渐增大参考信号
的幅度F, 可得出在k固定的情况下, 系统相轨迹状态
随F的变化而变化, 历经了同宿轨迹、分叉轨迹、混
沌状态、混沌临界状态和大尺度周期状态[12]. 通过观
察相轨迹图发现, 在混沌状态和大尺度周期状态下, 
系统的相图截然不同 , 因此可将其作为信号检测的
依据之一.  

但是 , 仅通过观察相轨迹图来判定系统混沌状
态改变是没有说服力的. 首先, 它是一种人为的识别
方法, 效率低, 特别是在仿真时间不够长的情况下容
易出现误判. 其次, 采用这种方法很难准确地求出系
统处于混沌临界状态的阈值. 因此, 需要定义一个适
当的指标来表示系统状态的改变.  

1.2  Lyapunov指数法用于混沌判据 

Lyapunov指数法用于度量在相空间中初始条件
不同的两条相轨迹随时间按指数率吸引或分离的程

度, 这种轨迹收敛或发散的比率称为Lyapunov指数. 
它从统计特性上反映了一个系统的动力学特性 . 
Lyapunov指数的定义如下[13]: 对于二维映射有 

 1

1

( , )
,

( , )
n n

n n

n

n

x X x y
y Y x y

+

+

=⎧
⎨ =⎩

 (7) 

 
图 1  Duffing振子混沌检测系统模型 
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它的 Jacobi矩阵为 

 ( , ) .n n
n n

n n

X X
x y

J x y
Y Y
x y

∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂⎢=
⎢ ∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
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⎥
⎥

 (8) 

假设由初始点 出发逐次映射而得到的点列

为  则前 n−1 个点处
的 Jacobi矩阵为 

0 0 0( , )P x y

1 1 1 2 2 2( , ),  ( , ), , ( , ),n n nP x y P x y P x yL

 (9) 0 0 0 1 1 1 1 1 1( , ),  ( , ), ,  ( , ),n n nJ J x y J J x y J J x y− − −= = =L

令 ( )
1 2 1 0 ,n

n nJ J J J J− −= L  并设 ( )nJ 特征值的模为

和  且 , 则 Lyapunov 指数由下式定义: 

( )
1

nj
( )
2 ,nj ( ) ( )

1 2>nj j n

( )
1 1lim ,nn

n
L j

→∞
= ( )

2 2lim .nn
n

L j
→∞

=  

在混沌判据中, 一个系统是否处于混沌状态, 可
以由它的Lyapunov指数是否有正值来确定 [14]. 如果
两个Lyapunov指数至少有一个为正 , 则说明系统处
于混沌状态; 如果两个Lyapunov指数都为负, 则说明
系统处于大尺度周期状态; 如果其中有一个为 0或者
近似为 0, 则说明系统处于从混沌状态向大尺度周期
状态过渡的混沌临界状态. 因此, 分析混沌检测系统
的Lyapunov指数 , 可以清楚地判断系统瞬时动力学
运动状态, 从而确定待测信号是否存在, 并且可以较
为准确地求出系统处于混沌临界状态的阈值. 

2  仿真实验及分析 
2.1  实验 1 

以周期信号为例, 实验中选择频率为 10 Hz的正
弦信号 和方波信号 ,  叠加得到待测周期信号1s 2s

( ),as tω  如图 2. 将系统参考信号的频率定为 10 Hz, 
阻尼比k = 0.5, 由相轨迹图可初步判定在  系
统进入混沌状态. 在F

0.5,F ≈
 = [0.5, 1]内取约 100 个点, 计

算其Lyapunov指数(用符号L1和L2表示). 取其中 30 

个典型数值列于表 1 中, 并绘出系统的 Lyapunov 指
数曲线, 如图 3. 

图 3 是Lyapunov指数与参考信号幅值 F 的关系
曲线. 横坐标“*”处对应的一个Lyapunov指数最接近
于零(L1

 = −0.0069), 即可得出混沌临界状态的阈值 
Fd = 0.7395. 故在图 3 中, 当F小于阈值Fd时, 至少 

 
图 2  待测信号 ( )as tω 波形 

 
图 3  Lyapunov指数和参考信号幅值 F的关系曲线 

表 1  Duffing振子检测系统的 Lyapunov指数 
编号 F L1 L2  编号 F L1 L2 编号 F L1 L2

1 0.5200 0.1355 −0.6355  11 0.7100 0.1770 −0.6770 21 0.8200 −0.1959 −0.3041 
2 0.5400 0.1241 −0.6241  12 0.7200 0.1702 −0.6702 22 0.8400 −0.2165 −0.2835 
3 0.5600 0.1426 −0.6426  13 0.7300 0.1877 −0.6877 23 0.8600 −0.1829 −0.3171 
4 0.5800 0.1780 −0.6780  14 0.7359 −0.0069 −0.4931 24 0.8800 −0.1884 −0.3116 
5 0.6000 0.0344 −0.5344  15 0.7400 −0.1470 −0.3529 25 0.9000 −0.1152 −0.3848 
6 0.6200 0.1451 −0.6451  16 0.7500 −0.0448 −0.4552 26 0.9200 −0.1901 −0.3526 
7 0.6400 0.1734 −0.6734  17 0.7600 −0.1259 −0.3740 27 0.9400 −0.2217 −0.2783 
8 0.6600 0.1800 −0.6800  18 0.7700 −0.2094 −0.2906 28 0.9600 −0.2280 −0.2719 
9 0.6800 0.1785 −0.6785  19 0.7800 −0.1782 −0.3218 29 0.9800 −0.2064 −0.2937 

10 0.7000 0.1594 −0.6594  20 0.8000 −0.2110 −0.2889 30 1.0000 −0.2049 −0.2951 
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有一个Lyapunov指数为正, 说明系统处于混沌状态; 
当F大于阈值Fd时, 两个Lyapunov指数都为负, 说明
系统处于大尺度周期状态. 

2.2  实验 2 

(ⅰ) 调整系统参考信号幅值F =Fd = 0.7359, 使
系统处于混沌临界状态. 将信号n(t)作为白噪声并入
系统, 不断调大  n(t)的功率, 系统仍然处于混沌状态    
(图 4); 若同时加入待测周期信号和白噪声

   
(20 )as tπ +  

 则系统的相轨迹马上由混沌状态跃迁到大尺度
周期状态(图  5). 由此可得 , 系统对外界同频率的周
期信号非常敏感, 而对白噪声具有一定的免疫力.  

( ),n t

 
图 4  系统处于混沌状态的相轨迹图 

 

 
图 5  系统处于大尺度周期状态的相轨迹图 

 
(ⅱ) 调整系统参考信号幅值F = Fd, 使系统处于

混沌临界状态. 加入含有两种频率的周期信号 ( )a t =  

1 2(10π ) (20π ),a s t a s t+  当 且 时,1 0a = 2 0a ≠  
2( )a t a s=  

 系统由临界状态变为大尺度周期状态; 当(20π ),t 1 0a ≠

且 2 0a = 时, 1( ) (10π ),a t a s t=  系统仍然处于混沌状态; 
当 1 0a ≠ 且 2 0a ≠ 时, 1 2( ) (10π ) (20π ),a t a s t a s t= +  
系统由临界状态变为大尺度周期状态 . 实验结果表
明, Duffing 振子检测系统只对与本系统参考信号频
率一致的信号敏感 , 而对其他频率的信号具有免疫
力. 事实上, 系统是把与参考信号频率不一样的周期
信号当成了噪声 . 实验测得输入信号 和

的功率比约为 
2 (20π )a s t

1 (10π )a s t
2 7 2
2
2 3 2
1

(8 10 )10 lg 10lg 71 dB.
(10 )

i

i

S a
N a

−

−

×
= = = −  

3  实船线谱检测结果 
分析的 3种舰船分别拟定为 A型船、B型船和 C

型船. 实船数据采样率均为 48 kHz, 分别从这 3种舰
船噪声样本中随机选取一段时间为 1 s的样本, 每个
样本数据有 48000个点. 先对这 3组数据进行 FFT变
换, 初步得出 0~100 Hz的频谱分布范围, 如图 6.  

图 6(a)和(d)分别为 A 型船的时域波形和 A 型船
160 Hz以下的频谱分布图. 从图 6(d)中可初步判定 A
型船线谱分布在 20~30 Hz, 其中 50和 100 Hz附近的
线谱可能是受附近电网干扰产生 , 在此暂时不做考
虑. 将 A 型船数据作为待测信号并入图 1 的 Duffing
振子检测系统中做进一步的线谱检测, 其步骤如下: 

(ⅰ) 将系统参考信号频率设为 20 Hz, 调整参考
信号的幅值F至系统处于混沌临界状态, 通过观察相
轨迹图和计算Lyapunov指数 , 确定临界状态的阈值
Fd; (ⅱ) 将实船数据并入系统, 逐渐增大实船信号的
幅值a至系统的相轨迹由混沌临界状态变为大尺度周
期状态 , 并记录此时 a值的大小 ; (ⅲ ) 求系统的
Lyapunov指数, 若两个Lyapunov指数均为负, 则从定
量上证实了系统确实从临界状态进入了大尺度周期

状态; 若两个Lyapunov指数不都为负, 说明系统还没
完全进入大尺度周期状态, 则继续增大a值至系统完
全进入周期状态; (ⅳ) 改变系统的参考信号频率, 从
20~30 Hz每隔 1 Hz检测一次, 重复以上 3个步骤, 以
每次记录下的a值大小为依据, 判定特征线谱的具体
分布位置. 从表 2 中 A型船第一次线谱检测所得的
数据中显示, A型船线谱的粗略位置在 26~27 Hz. 从
26~27 Hz每隔 0.1 Hz进行第二次线谱检测, 可进一步
判定特征线谱的精确位置在 26.2 Hz.  

同理, 先从图 6(e)和(f)中初步判定 B型船线谱大
致分布在 65~75 Hz, C型船线谱大致分布在 75~85 Hz.  
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图 6  三种船型的舰船辐射噪声信号 

(a) A型船时域波形; (b) B型船时域波形; (c) C型船时域波形; (d) A型船频谱分布; (e) A型船频谱分布; (f) C型船频谱分布 

 
表 2  3种船型线谱分布的混沌检测a)

A型船第一次 A型船第二次  B型船第一次 B型船第二次 C型船第一次 C型船第二次 

频率/Hz a (10−7) 频率/Hz a (10−7)  频率/Hz a (10−7) 频率/Hz a (10−7) 频率/Hz a (10−7) 频率/Hz a (10−7) 

20 − 26.0 0.30  65 − 68.0 0.20 75 − 81.5 0.57 

21 − 26.1 0.23  66 12 68.1 0.20 76 − 81.6 0.53 

22 − 26.2 0.21  67 1.3 68.2 0.20 77 40 81.7 0.56 

23 20 26.3 0.29  68 0.2 68.3 0.18 78 3.0 81.8 0.51 

24 4.2 26.4 0.39  69 0.26 68.4 0.15 79 4.1 81.9 0.47 

25 3.4 26.5 0.45  70 4.1 68.5 0.22 80 2.5 82.0 0.40 

26 0.3 26.6 0.48  71 6.3 68.6 0.23 81 0.6 82.1 0.35 

27 0.6 26.7 0.51  72 17 68.7 0.24 82 0.4 82.2 0.33 

28 32 26.8 0.56  73 − 68.8 0.24 83 0.7 82.3 0.49 

29 − 26.9 0.63  74 − 68.9 0.24 84 2.0 82.4 0.57 

30 − 27.0 0.60  75 − 69.0 0.26 85 4.8 82.5 0.62 

a) “−”表示待测信号无法使该频率下的系统由混沌变为大尺度周期状态, 即该处的频率成分比较微弱 

 
接着用混沌检测系统判定 B 型船和 C 型船低频线谱
的精确位置. 从表 2 中可判断, B 型船线谱的精确位
置在 68.4 Hz, C型船线谱的精确位置在 82.2 Hz.  

4  结论 

(ⅰ) Duffing 振子的非平衡相变对弱周期信号具
有敏感性 , 及对白噪声和与参考信号频差较大的周
期干扰信号具有免疫力.  

(ⅱ) Lyapunov 指数作为混沌判据, 可较为准确地

求出系统处于混沌临界状态的阈值, 从定量上给出了系
统动力学行为相变的依据, 且算法简单, 易于实现.  

(ⅲ) 基于Duffing振子的舰船辐射噪声混沌检测
是一种新的有效检测舰船辐射噪声特征线谱的方法, 
与传统的功率谱检测方法相比 , 具有高灵敏度和高
分辨率的特点 . 该方法首次实现了在时域上直接对
舰船辐射噪声进行线谱检测 , 简化了工程实现的复
杂程度 , 对进一步展开水下目标信号的识别和分类 
等研究具有重要的参考价值. 
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