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基于奇异值分解算法的瑞雷波相速度反演研究

李 学 良，杨 长 春，王 真 理

（中国科学院 地质与地球物理研究所，北京 １０００２９）

摘要：进行瑞雷波相速度反演时，在对其频散曲线的线性化过程中，因误差的引入会导致系数矩阵奇异或近似

奇异。为解决此问题，利用奇异值分解算法进行瑞雷波相速度反演，可提高低速软弱夹层的反演精度和可靠

性；反演时引入权重矩阵提高了数据分辨率；采用自适应修改阻尼因子以提高迭代效果并协调分辨率与解的

关系。实测资料试算结果表明，利用奇异值分解算法对瑞雷波相速度进行反演，不但具有稳定性好、精度高、

分辨能力强的特点，而且能自动分层和反演地层参数。
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　　近年来，瑞雷波地震勘探技术在岩土工程、环境与
工程地球物理研究中获得了广泛应用，尤其是最近几

年，国内外对瑞雷波勘探技术的应用研究不断深入，也

取得了相当多的成果
［１－４］

。利用瑞雷波进行工程地质

勘察主要是基于瑞雷波如下３个主要特性：① 在分层
介质中，瑞雷波具有频散特性，即瑞雷波的相速度是随

频率的变化而变化。② 瑞雷波的勘探深度和能量主

要集中在一个波长范围内，且波长不同，其穿透深度也

不同。③ 瑞雷波传播速度与横波速度具有密切相关
性

［５］
。

通过反演瑞雷波相速度，可有效地获取横波速度

和进行低速软弱夹层等地质结构划分
［６］
。对于瑞雷

波相速度的反演，与其它地球物理反演过程一样，由于

瑞雷波频散方程是一个高度非线性方程，在线性化的

过程中会引入误差，同时在利用扰动偏微分法计算雅

可比矩阵时也不可避免地会引入误差，这将会导致系

数矩阵奇异或近似奇异。在处理这一类问题时，奇异

值分解ＳＶＤ（ＳｉｎｇｕｌａｒＶａｌｕｅＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ）技术是最强
有力的工具

［７］
。

为此，本文在前人研究的基础上利用泰勒级数展

开法对瑞雷波频散方程进行线性化，利用扰动法计算

雅可比矩阵，基于 Ｍａｒｑｕａｒｄｔ法建立目标函数［８－９］
；采

用 ＳＶＤ算法对瑞雷波频散曲线进行反演；引入权重矩

阵提高数据分辨率；采用自适应修改阻尼因子提高迭

代效果并协调分辨率和解的关系，利用函数关系约束、

区间约束和固定约束来提高解的唯一性。在反演过程

中，正演模拟算法采用快速 δ矩阵算法［１０］
，有效地避

免了高频数值溢出和精度丢失等问题，大大提高了运

算速度。

１　反演相速度的奇异值分解算法

１．１　反演方程的推导
层状介质中瑞雷波频散方程的非线性隐式形式可

表示为

Ｆ（ＶＲｊ，ｆｊ，ＶＳ，ＶＰ，ρ，Ｈ）＝０　（ｊ＝１，２，…，ｍ）（１）

式中，ｆｊ是第 ｊ个频率；ＶＲｊ是对应第 ｊ个频率的瑞雷波

相速度；ＶＳ ＝（ＶＳ１，ＶＳ２，…，ＶＳｎ）
Ｔ
是横波速度向量；ＶＰ

＝（ＶＰ１，ＶＰ２，…，ＶＰｎ）
Ｔ
是纵波速度向量；ρ＝（ρ１，ρ２，

…，ρｎ）
Ｔ
是密度向量；Ｈ＝（Ｈ１，Ｈ２，…，Ｈｎ）

Ｔ
是厚度向

量；ｍ为频率个数；ｎ为地层层数。
前人研究结果表明，频散方程对密度和纵波速度

的变化不敏感，故反演时假定密度和纵波速度已知；同

时将地下介质划分为多个薄层，并使其在反演过程中

不变，于是式（１）中的未知数个数由４ｎ－１个减少到ｎ
个，大大减少了待反演的地层参数。
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将式（１）在初始值附近泰勒级数展开并取一阶近
似进行线性化得

Δｄ＝ＡΔｘ （２）
式中，Ａ是由函数 Ｇ关于元素向量 ＶＳ的一阶偏导数所
组成的ｍ×ｎ阶雅可比矩阵，可用扰动法计算矩阵Ａ中
的各元素；Δｄ＝ＶＲ－ＶＲ０是ｍ维瑞雷波速度残差向量；
Δｘ＝ＶＳ－ＶＳ０是 ｎ维横波速度残差向量。

根据 Ｍａｒｑｕａｒｄｔ法，式（２）中其目标函数应兼有方
差项和模型长度项两项内容，同时由于不同频率处的

相速度有不同的分辨能力和地层敏感性，因此，在分辨

率最大的频率段处的数据应比其它段赋予较大的权

重，故定义目标函数 Φ为
Φ ＝‖ＡΔｘ－Δｄ‖２Ｗ‖ＡΔｘ－Δｄ‖２＋α‖Δｘ‖

２
２

（３）
式中，‖·‖２是向量的ｌ２范数；Ｗ是权重矩阵；α为正
常数，其物理意义为阻尼因子。本文采用自适应修改阻

尼因子的方法进行迭代反演，以协调分辨率与解的关

系。从而使反演问题成为在约束条件 ‖Δｘ‖ ≤ ε下，
寻求使目标函数 Φ极小的模型参数修正量，ε为一小
正数。利用 Ｍａｒｑｕａｒｄｔ法将该问题化简为

（ＡＴＡ＋αＩ）Δｘ＝ｇ （４）
式中，Ｉ为单位矩阵；ｇ＝ＡＴΔｄ为 ｎ维向量。

１．２　反演方程的解
本文采用奇异值分解（ＳＶＤ）技术解（４）式，设矩

阵 Ａ的奇异值分解式为
Ａ＝Ｕ∧ ＶＴ （５）

式中，Ｕ和Ｖ分别为对称矩阵ＡＡＴ和ＡＴＡ之特征向量所
组成的 ｍ×ｍ和 ｎ×ｎ阶特征向量矩阵；∧ 是 ＡＡＴ或
ＡＴＡ特征值之正根所组成的ｍ×ｎ阶对角矩阵。将（５）
式代入（４）式得横波速度的修正向量为

Δｘ＝Ｖ（∧２＋αＩ）－１∧ ＵＴΔｄ （６）
　　在求得横波速度修正向量Δｘ以后，并不直接用它
来修正向量 ＶＳ，而是以它作为寻查方向，沿此方向进
行一维寻优求目标函数 Φ的极小。求出新的极小点近
似解 Ｖ（１）Ｓ 之后，重复迭代依次求出 Ｖ（２）Ｓ ，Ｖ

（３）
Ｓ ，…，Ｖ

（ｎ）
Ｓ ，

直到达到精度要求为止。

１．３　 自适应迭代阻尼因子的应用
由（６）式可知，模型参数修正量 Δｘ与阻尼因子 α

有关，最佳的 α必须满足尽可能小以获得解的最大分
辨率，同时应尽可能大以保证迭代收敛，使解稳定，并

且随迭代过程而变化。因此，本文采用自适应修改阻尼

因子的方法进行迭代反演。

１．４　 约束条件的应用
由于实际采集的频散数据的个数可能比较少，所

以为了提高反演解的唯一性，本文采用函数关系约束、

区间约束和固定约束条件。函数关系约束是利用 ＶＰ与
ＶＳ，ＶＳ与 ＶＲ和 ρ与 ＶＰ之间的近似或统计关系，若已知
一个参数就可以近似估算另一个参数。区间约束是利

用给定的横波速度的变化范围，如果经过迭代修正后

的横波速度不在该范围内，则用逐次归位法进行变换

使其归位到约束范围，并保证迭代过程的收敛。固定约

束是根据勘探深度和精度要求，将地下介质划分为等

厚薄层，在每次迭代过程中不对它修改，从而在深度约

束下反演横波速度参数。

２　野外资料采集方法

最佳的表面波记录需要野外设置和采集参数更加

有利于记录平面瑞雷波。为了获取高信噪比的原始地

震面波记录，避免近场效应、远场效应和空间假频，以

确保随后提取的频散曲线的精度和分辨率，一些关键

采集参数的选取至关重要。这些参数主要包括：最小

偏移距、道间距、排列长度、采样参数、检波器频率和震

源类型等。本次野外资料采集时，经过现场多次反复

试验，最后选用的采集仪器和参数为：观测方式采用多

次覆盖观测系统，仪器采用国产 ＳＥ２４０４数字地震仪；
４．５Ｈｚ垂直分量低频检波器接收，锤击激发；记录道
数为１２道，记录长度为 ０．５ｓ，采样间隔为 ０．５ｍｓ，采
样点数为１０２４；偏移距为７．０ｍ，道间距为１．０ｍ。

３　应用实例

该实例来自某高速公路路基勘察实践。路基表面

已进行了振动碾压，且表面地形平整，没有明显的地形

起伏。路基中的低速软弱层（Ｌｏｗｖｅｌｏｃｉｔｙｌａｙｅｒｓ，ＬＶＬ）
若处理不当将会给工程留下安全隐患，可能导致高速

公路路基的下陷和变形。因此，该层是高速公路建设

极为关注的层位之一。为此，我们在该高速公路路基

上进行了瑞雷波检测试验。

图２中的实点是利用 ｆ－ｋ变换算法从图 １实测
地震面波资料中提取的瑞雷波频散曲线，频带范围为

８～７０Ｈｚ。由图可见，由于获得了高信噪比的原始地
震记录且采用了 ｆ－ｋ面波分离技术，消除了直达波、
折射波和反射波及大量随机干扰波，从而使信号中各

频率成分的能量大大增强，提高了频散曲线的计算精

度和可靠性，地层地质的力学特征在频散曲线上反映

更加突出。由图２可见，该频散曲线在频带１５～３０Ｈｚ
范围具有明显的倒转频散倾向特征，出现了相速度突

变和不连续，这暗示了松散低速层的出现。为了对该

频散曲线进行反演，根据钻孔等已知地质信息，本文使

用了一个６层初始模型。对于 ６层模型的每 １层，估

０２
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计的泊松比和密度均分别为０．４和１．８ｇ／ｃｍ３，因为它
们对最终反演的地质模型不敏感，所以在整个反演过

程中保持不变，使用钻孔揭示的层厚度，初始横波速度

对于所有层均取为２５０ｍ／ｓ（见图２，３中的虚线）。

图 １　某高速公路路基实测的瑞雷波地震记录

图 ２　实测、初始及反演拟合的瑞雷波频散曲线

图 ３　奇异值分解算法反演的横波速度剖面与钻孔资料对比

图３给出了奇异值分解算法反演的横波速度与钻
孔资料的对比结果。由图 ３可见，反演的横波速度与
钻孔资料二者基本一致，尤其对于第１层、第３层和第
４层横波速度，与钻孔资料相比，其相对误差都小于
３％。然而，对于第 ２，５层和第 ６层横波速度，与钻孔
资料相比，其相对误差较大，分别为 ７％，５％，１２％。
分析其原因，可能主要是由于有限的频带范围、估计的

纵波速度和密度中的误差、噪声干扰（包括体波和随

机噪声）、高模式波的混入等因素影响了反演结果。

尽管如此，第２层危险的低速软弱层也已被奇异值分
解算法很好地反演和重建。

４　结 语

由于瑞雷波频散曲线反演具有高度非线性和多极

值性，通过利用泰勒级数展开等方法将非线性反演问

题转化为线性反演是处理非线性反演问题的常用手

段。由于在模型线性化和离散化的过程中不可避免地

会引入误差，导致雅可比矩阵奇异或近似奇异，在处理

这一类问题时，奇异值分解（ＳＶＤ）算法是最有效的工
具。由于 ＳＶＤ算法不仅要进行矩阵的乘法运算，而且
还要作一系列的正交变换，过去认为是计算成本最高

的，因此它的应用受到了一定的限制，但现在已不再是

什么问题
［７］
。本文实测资料试算结果表明，ＳＶＤ算法

是一种计算上比较易实现的瑞雷波频散曲线反演方

法，用该算法反演瑞雷波相速度不但具有稳定性好、精

度高、分辨能力强（可识别低速软弱夹层或薄层）的特

点，而且能自动分层和反演地层参数，一般只需几次迭

代就可以获得满意的结果，而不像遗传算法那样需进

行高达１０万次的正反演计算。
然而，奇异值分解（ＳＶＤ）算法毕竟是以微分为基

础，结果往往与初始模型的选取有关，同时若测点的观

测误差太大，则可能使反演结果较差，甚至使反演过程

失败，因此，客观上要求提高野外瑞雷波原始资料的信

噪比和可靠性。
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