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最 优 导 引 律

韩 京 清

摘 要

本文用最优控制理论讨论导引律
。

引入 了
“

零控拦截状态
,

及由它们组成的
“ 曲面

”

的概念
。

说明一系列古典导引法所要达到的只是
“

曲面
”

的近似曲面
。

讨论 了达到
“

曲面
”

的最优导引律
。

一
、

最优控制问题

导引律是由系统的实时状态决定的控制律
。

这种控制律使系统在某一时刻达到零脱靶
,

或达到某一种终止状态
。

从控制论的观点看
,

导引律就是依赖于实时状态的综合控制 或

反馈控制
。

因此
,

用最优控制的综合理论讨论各种导引律
,

是比较适合的
,

也是比较有效

的
。

下面
,

我们先用
“

最大值原理
”“ ,推导

“

预测导引律
”

及
“

比例导引 律
” 〔卜 , 。 然 后

,

引入
“

零控拦截状态
”

及由它们组成
“

曲面
”

的概念
。

用这些概念说明各种古典导引法

的意义
。

最后讨论导引到
“

曲面
”

的最优导引律
。

在相对体制下
,

导引问题的运动方程可写成

笼 刃

公 “

这里
, , 。 ,

分别为三维相对位置
、

相对速度
、

相对加速度向量
,

而 为控制加速度向

量
。

加速度 是不能随意改变的
,

可以叫做固有加速度
。

一般地
, “ 依赖于状态变量

。

为

简单起见
,

可以假定 “ 是时间变量 才的已知函数

在导引问题中通常假定
,

初始状态
, , 。是已知的

,

而对终止状态可 以 提 出各种不

同的要求
。

例如
,

要求终止状态为零脱靶
,

则终止状态为 大 为导引终止时 刻
。

一般地
,

终止状态可描述为
, ,

· , ·

是向量
,

由终止状态约束决定
。

除终止状态约束外
,

还有表明导引过程好 坏 的

性能指标
。

在系统 中
,

加速度 “ 是由过载或推力产生的控制
。

这时一般考虑总能量

最小的问题
,

它的性能指标为
,

一 , 二 侣 “
一

“口
乙

其中
,

为给定的终止时刻
。

问题是求一控制 。
,

它把系统的初始状态
, 。 引到终止状

态 且使性能指标达到最小
。

这是典型的最优控制问题“
。

所谓导引律
,

就是这个最优控制问题的综合控制
, 。 。

如果把这个综合 控 制求
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出来代到方程组 中
,

那么方程组 的任意轨线都应该是上述最优控制问题的最

优轨线
。

综合控制 。 气 可按如下方式确定 对任意给定的初值 气
, 。。先按最大值原理

求出 良优程序控制
, 。, 。。 ,

然后取 才 得 。
, 。, 。。 。 控制 。

, 。, 。。

是系统处于
, , 状态时控制应取的值

,

因此有

“ , 。 , 二 , 。

下面求解最优控制问题
。

为此
,

先记 二
, 。 为 “三 。时 系 统 的 轨 线

叫做零控弹道
。

积分方程组
,

有
。

川一
。 。。 , 卜

· · ·

。。 , 卜 。
。 · ·

令

“。 , 卜 。
。

手 卜
· ‘· ·

是
,

〕区间上的平均速度
。

这时 可表示为
。 石

当 “ 矢 时
,

方程组 的轨线可表示为

, 卜一‘ , 卜 ,

一
“ · ·

,“ ,一 , 。“ 卜丁
“ · 、·

最优控制问题式
、 、

的哈密顿函数为

。一 , 、。 , , 一

合
。·。

而共扼方程和边界条件为
,

甲 , 入︸一一一一一,‘至
击甲哪‘、护

、、

申 一甲
, 甲 入

其中
‘ 一

渝
‘

,

‘
荡子币

‘,

, 。

忍 , ”

而 入为拉格朗乘子 —待定向量
。

积分方程组
,

得

甲 , 入
,

甲 入 一 入

根据最大值原理
,

最优控制 “ 为

“ 甲 入‘ 一 入

取
, ,

得

入 入

为了求出综合控制 “
, , 。 ,

必须把 入
,

入 表示成初始 状态 ”

把 式代到 式中积分并取
,

得

二 的函数
。

为此
,
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一
,

簇
“ 、, “

万 人 ,

乙

, 、 。 , 、 ‘ 。

, 气了
“

戈 十 一万一 ‘ ,

然后用条件 忿
, 。 二 和 入

, 入 的表达式
,

定出待定向量 入为 大
,

,

的函数
,

从而把 。 表示成零控弹道终止状态 叹
, 。 , 的函数

。

最后把
“ ,

, 。 表示成
, 。。的函数就得综合控制 。

, 。。 。用零控弹道终止状态 二 。
, 二 。

表示出来的控制 劣。 , 。。 叫做
“

预测导引律
” 。

如 果 忿 二
, 二

终止状态为零脱靶
,

则 入
,

入, 入。这时
,

入,

,

从而由 解出 。
,

得

一
、 ·

一
、

吸了
’

“ 大 了
’ ,

下歹 入一 ,

“ 一 大。

这是终止状态为零脱靶时的
“

预测导引律
” 。

叫做
“

预测脱靶
” 。

空间比例导引 把 式中的预测脱靶具体表示出来
,

有

一 。 石 盆

这里
,

是事先给定的
,

可按适当方式选取
。

如果取

一 二 。, 石 石 盆

则 式变为

⋯
, 。 、 。 。 石

,

石 一 石 。,

石 石
“ 、 少一 一

—
一 一一 二尸一 一一二二扛尸二二代产丁丁一一一一一 一一

一一 一一

一一尤。, , ’ 了 ’

。 石〔

。 石

其中
, ‘ 。 护 。 是由平均速度 护 引起的视线

。
的旋转角速 —视线 转 率

。

如果把这个视线转率记成 。
,

则由上式得

。· 。 一

掣蝶琴黑
。 、 。

气再 。一 ” 、 ,

如果系统 中的固有加速度 三 。
,

那么 石 二叭
,

从而 式变为
· 。 一 一

华竺奥典
犷。 、 。。

气弄。一 粉。尹

这就是我们所说的
“

空间比例导引律
”

控制 式的大小与视线转率成正比
,

而其方向

垂直于相对速度
。

如果取

一 ‘ 。】
。 ,

石

则得另一种比例导引律

二
况。, 石。

。】
尤。

这个控制方向是垂直于视线
。。

在导引问题中
, “

初始偏差
”

通常都是比较大的
。

我们希望在导引的初始阶段用较大的

加速度把初始偏差的大部分消除掉
。

比较理想的导引律应该是在导引的初始阶段用较大的

过载消除大部分初始偏差
,

而导引的后期
,

则用小过载进行
“

微调
” 。

但是
,

按导引律
、
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、

式都不能做到这一点
。

这是因为
,

它们都是从
“

整个 导 引过程都在消除初始

偏差
”

的观点出发推导的公式
,

因
“

过载的分布
”

在整个导引过程中是比 较
“

平 均
”

的
。

这种
‘

平均
”

包含着一种潜在的危险
。

当 、 。或 。
, 时 即 接 近 目 标 时

,

如 果

‘ 。 或 。 不趋于 。
,

则控制力
、

式都趋于
。

但是
,

模型 只是

实际问题的一种近似
,

因而
“

初始预测
”

都包含误差
,

很难保证 砂
。

这就

是通常的比例导引法在导引的后期容易产生
“

过载发散
”

现象的原因
。

有没有一种办法能

够克服这种毛病呢 把上面的
“

整个过程的平均
”

换成
“

短时间内的平均
”

是克服上述缺

点的一个办法
。

二
、

零控拦截状态及 曲面

从控制律
、 、

式中看出
,

如果零控预测脱靶 或 等于
,

则所

需的控制力也等于 。
,

并且在整个过程中不加控制也能实现拦截
。

我们把这种特殊状态称

之为
“

零控拦截状态
” ,

即无控制作用 自由飞行 也能实现拦截的状态
。

在导引问题中
,

“

零控拦截状态
”

的存在是一个普遍现象
。

古典导引法中的所有直 线 弹道和所谓
“

基准弹

道
” ,

实质上都是由零控拦截状态所组成
。

方程组 所描述的导引问题中
,

凡是满足
, 卜 。 件石, 卜 , 林 》

的初始状态
, 。。都是

“

零控拦截状态
” 。

如果方程 中 三 。
,

则 石。 卜 , 因而

式变为
二。 林。。 , 林 》

就是说
,

当 二 。时
,

凡是满足 式的状态
, 。。是零控拦截状态

。

所有零控拦截状

态在整个状态空间 维空间 中组成 维曲面 式是 个 变盘
,

叭
, 卜的 个

方程
。

所有零控拦截状态所组成的曲面叫做
‘’

零控拦截曲面
”

或简称
‘

曲面
, ,

用 记

之
。

关系式 也等价于
。 。 , 。, ”。 《

但是
,

当 今 时
,

关系式 并不等价于 二
。 石, 卜 , 二。,

石, 卜 或。‘ ,

如果导引问题的运动方程为

舀 一 。 劣 “

大 。

, 。

则零控预测脱靶为
· 一 。

备
于是

,

气
,

, 。为
“

零控拦截状态
”

的充分必要条件为

二。 卜。。一 。 , 一
去
。丁

, 沪

这里 “可取任意值
。

上式也等价于关系式

。 , 。

但是
,

在这里条件
,

叭 《 不必要了
。
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对一般情形
,

可在绝对体系中说明零控拦截状态的意义
。

设目标和导弹的运动方程分

别为
。

盆
·,‘走戈 刃“

舀, , , , , , 。 勒
,

场 “

现给定了目标的初始状态
, 。峋 ,

又给了导弹的初始位置 勒
。和导弹的初 速 大 小 巧

。

这时
,

只要巧
。足够大

,

我们总可以选择导弹的速度方向
,

使导弹沿这个方向飞行
,

没 有

控制力的作用也能实现拦截‘”
。

这种方向叫做
“

零控拦截方向
” 。

这个零控拦截方向和 给

定的目标
、

导弹的初始条件一起
,

组成一个
“

零控拦截状态
” 。

所有这种
“

零控拦截状态
” ,

在整个状态空间 维空间 中
,

将组成 维曲面 由于只有 个独 立 变 量 、
,

, ,

勒
。 , 。 。

对一般的导引问题
,

要描述出零控拦截曲面
,

是很复杂的问题哟
。

但是
,

在导引问

题中
, “

曲面
”

的存在是肯定的
。

古典导引法和 曲面 追踪法
、

平行接近法
、

前置量法
、

三点法等古典导引法
,

指 的

是受控制力作用之后的系统所应处的状态
。

如果系统始终保持在这种状态
,

是能够实现拦

截的
。

古典导引法并不直接回答
“

怎样加控制力
”

的问题
。

从前面的讨论看出
,

系统受控

制力作用后所应处的理想状态
,

是零控拦截状态
。

古典导引法所要达到的
,

实质上是各种

特殊情况下的近似的
“

曲面
” 。

追踪法 用绝对速度描述零控拦截状态所满足的条件 式
,

得

二。 卜础 件 件石名 协

这里
,

础 协 是在时间区间〔
, 协 〕上 目标的平均速度

,

石肛 卜 是同一区间上导 弹的零

控平均速度
。

如果假定 韶 件 《 石肛 件
,

即 破 件 比起 碍 件 很小
,

则近似地有
戈 。 件石 协 , 协

即
,

视线 义
。

与速度 砒 卜 方向一致
。

再假定 三 。
,

则 碍 卜 巧
。,

因而 上式变为

劣。 卜仇
。, 卜

如果把 气
,

巧
。
看做受控制作用后的状态

,

那么上式是
,

受控制后的 导 弹速度应指向目标
。

这就是追踪法
。

由此
,

我们可以说 追踪法所要达到的是 目标速度非常小时 的 近似的
“

曲面
” 。

平行接近法 从 式可得

二。 端 件
。 石名 件

如果假定 二三 。
, 。三

,

则础 协 , , 。,

磷 协
。。

这时 式变为

“
吗
。

即
,

受控制作用后的导弹速度巧
。,

应使上式成立
。

记 乙为 ‘
。和 , , 。的 夹 角

, 印为 二
。

与

,
。的夹角

,

则由上式得关系式

甲

卡纷咖
、

这是平行接近法的基本关系式
。

道 为等速运动时的
“

曲面
” 。

前 , 法 把 石肛“
,

础 “

我们可以说 平行接近法所要达到的是自由运动 无控弹

具体写出来
,

有
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一
。。

击
“ 协 ,一 , 二 ·

去

协

一 ,几
· , ·

,

一 , · · , ‘

记
卜 , 二 、 , , 、 , 、 、 ,

凸 ” 卜 百 。 卜 一 气““ 少一“ 气不 ”“

则由 式得
。 。 , 。 △石 协 。 。

记 甲为
。

与场 的夹角 —导弹的前置角
,

乙为 二
。

与 。。的夹角
,

而 乙 △ 为 与 , 。。

武 卜 的夹角
。

这时
,

由上式得

甲
。。 △石 林

巧
。
址 、 △、

受控制作用后的导弹的前置角 甲
,

是由 式的右端来决定
。

通常
,

对 式的右端

只能做近似地估计
。

可以说
,

前置量法所要达到的是 戈 时的近似的
“

曲面
” 。

三点法 把 尤。表成
。 。。一勒

。,

则由 式得
。。 件褚 林 丸

。 协石吕 林
, 协

如果 卜端 协 比较小
,

则近似地有
。

勒
。 件石名 件

, 卜 》

该式说明
,

当 尤 , 。 与
。时

,

碍 卜 也应平行于
,

而当 , 。不平行于 勒
。 时

,

导弹的速

度 碍 卜 应使 与
。
接近 , 。 由于 林 》

。

特别
,

当“三 时
,

碍 协 巧
。。 这时

,

式变为
, 。‘勒

。 卜 。, 卜 》

即
,

受控制后的导弹速度巧
。,

应使 勒
。
与 劣 , 。重合

,

或使 芍
。
接近 ‘峋

。

这就是 三 点法
。

可以说
,

三点法所要达到的是 端 协 比较小时的绝对体系中的近似的
“

曲面
” 。

由以上的讨论看出
,

古典导引法所指出的
,

是受控制后的系统所应处的状态
。

它们没

有给出加控制力的办法
。

怎样实现古典导引法 这个问题
,

实质上是用什么样的控制律把

系统引到
“

曲面
”

上的问题
。

三
、

曲面上的导引律

导引的最终 目的是实现拦截 达到零脱靶
。

有了
“

曲面
” ,

我们可以把导引的着眼

点从
“

终点零脱靶
”

移到
“

曲面
”

上
,

即把系统导引到 曲面上并消除控制力来达到拦

截的目的
。

这种导引律
,

实际上是把导弹的速度方向对准到
“

零控拦截方向
”

上
,

因此也

可以叫做
“

对准法
”

或
“

瞄准法
” 。

下面就 三 的情形讨论
“

曲面上的导引律
” 。

做为最优控 制问题
,

这里的终止状态

为
“

曲面
”

林 , 卜 》

三点法的这种性质是王 朝珠 同志首先指出的
。
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、、、产卜目曰,‘门‘、洲‘
尸引矛‘、
矛、才、

即

劣 , ” 协 , 协 》

式乘上待定向量 入
,

有 入
, 尤 协。 二

此式分别对 协
、 、 。 微分

,

得 入
, 。

及共扼方程的边界条件 见 式 入, 一 入
,

入 件入

把这个 入
, 入 代到

,

式
,

有 。 二 入 卜

“ 丁 ’一‘
。 丁 ’十‘ 子 粤

。 ,一
。

, ‘

峪
从 式解出 入

,

得 入 协

将 入代到 式
,

得

二 一 二。 。· 。 擎 琴 、八
。

乙

第二式乘 协后加到第一式
,

则根据 式可解出

入
,

二
、

又兀犷
‘ 卜 气了 卜

“ 一
协。

”

⋯
。

、
二一一 十

‘件十 协

件

这里
,

参数 林还没被确定
。

它可由条件 式来 定
。

根 据
、

式 知 “ 土

。 ,

从而有

为仁变
‘
· ” ,

, 。‘ , ,一‘“
·

‘ ,
, 。。 , , 一 。 件 卜 。

这是决定参数 协的方程
。

由于
,

当 三 时
, 。 , 。 , 。 二。 加

。 ,

因此
, 、

式分别

“ 一
。 , 。 卜

‘ 。

、
一 二一 十 林十 卜

‘
,

石

林

‘
’

,
, 。

洲
· ”

片
。 了探下

一 。

这两式一起组成把给定的初始状态 气
, , 。在 时间内引到

“

曲面
”

的总能量 最 小 的控

制律
。

为了便于讨论
,

我们引入新参数
‘ 林

这是从初始状态到
“

曲面
”

的过渡时间 这个时间可称为
“

引入
”

时间 和从初始状

态到实现拦截的整个过渡时间 协的比值
,

是拦截过程中
“

引入
”

时间所占的比例
。

显

然
,

《 ￡《
。

利用这个参数
,

把
、

式可整理成

二 一
‘ 。 , 。 林

。

、
一 十丁 ’

卜

仔
二。, 。。

卜哟一 一子
,。

小
一 。, 。。 ,

一

警 ,。
。

,
今
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这两个关系式的用法如下 对给定的
,

从 式 关 于 的 二 次 方 程 解 出 满 足

。《 《 的根
。

确定了
,

就有 林
,

从而由 式可定出
, 。。状态上所需的控 制加

速度
。

这是 时间内把状态 气
, , 。引到

“

曲面
”

的
“

需用加速度
” 。

如 果 这 个

“ 超出
“

允许加速度
”

范围
,

那么另选一个较大的
“

引入时间
” ,

并重新计算
。

这

样
,

我们总可以选择比较合适的
“

引入时间
” 。

按这种方式决定控制
,

可以在导引的初

始阶段使用较大的控制力
,

以便尽快消除
“

初始偏差
” 。

这就可以克服前面比 例 导引的讨

论中出现的缺点
。

在 式中
,

我们也可以先给比值 ‘ 或 林
,

然后反过来决定
。

当 时
,

控制

律 式变成控制律 式
,

即导引律 式是把
“

整个拦截过程
”

都做为
“

引入

时间
”

的导引律
。

上面讨论的是终止状态为整个
“

曲面
” 劣 林 , , 林 的情形

。

如 果

给定参数 协的特定值 汽 。 ,

则 劣 汽。 定出
“

曲面
”

的子曲面
。

此子曲面

记做 。
也可以简称

“ 。曲面
” 。

我们也可以讨论以 。为终止状态的最优控制律
。

这 个

最优控制律还是由 式决定
。

不过
,

这时条件 式没有了
,

因而不需解方程
。

实际上
,

这时的参数
。 卜。

是已知的
。

由此
,

导引律 式中的参数
, 卜 , ‘ 都可以按需要灵活地选用

。

如果取 卜。为

一 。 。, , 。 ,

或 一 二
。, , 。 , 。 名

则和空间比例导引律的推导一样
,

分别得导引到
“ 。
曲面

”

比例导引律
· 。卜

。

锹翻乒
。

一 或
·

‘。卜
。

黔诀字
。 。。

其中

。 一一一万尸一一一一一一一一二一一

二
,

一
。

十 花州 孟
一 一 一

当 。从 变到 时
, 。
就从 变到

。

这说明
,

比例导引中的
“

放大系数
” ,

只要它大

于
,

都是把初始状态引到相应子曲面
。的最优控制律

。

当 钾 的情形
,

利用平均速度概念
,

也可以讨论导引到
“

曲面
”

的 导引律
。

也可

以讨论除总能盈最小指标外的其它性能指标的最优控制律 见文献〔 〕
。
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