
论结构设计最佳化中可行方向法

的 几 个 问 题

张承煦 夏人伟

摘 要

本文对结构设计最佳化中可行方向法的若干问题进行了研究讨论 , 建立了任

意边界点上的向� 方程组
,

把收敛性判别与调参方向向� 的确定二者统一 了起来
,

且该方程组便于求解和应用 , 提出了一个简单的
、

有效 的可行方向向� 的计算公

式, 对边界点上临界约束梯度为线性相关的情况
,

提出了处理方法
。

所论 问题除飞机结构设计外
,

对其它领域应用可行方向法也是 同样适用的
。
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数学规划方法是飞机结构设计最佳化中的一种重要方法
,

其数学提法是
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这是一个条件极值问题
。

对于飞机结构设计来讲
,

当前设计变量 % 通常取为板元件的

厚度和杆元件的剖面面积
,

当然也可 以取为其它的参数
,

视计算要求而定
。

至于目标函数

了∃% ∋一般取为结构重量
,

因为重量对飞机性能和经济性有重要的影响
。

若结构布局选定
,

而以板元件厚度和杆元件剖面面积为设计变量
,

则它们和重量有如下函数关系

5

, ∃% ∋一习
二, 4 , 6 ,

+ # .

其中 5

—
把结构离散后所得元件的数 目 ∃离散元件的数目也 可 以 和 设 计 变 量 数 目

不同∋
2

4 ,

—
板元件的平面面积或杆元件的长度 ,
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—
材料比重

,

在所论情况下
,

目标函数 了∃二∋与设计变量 % 为线性关系
。

如所论问题的目标函数 ) ∃%∋ 为

非线性的
,

我们总可 以把它转化为 目标函数为线性的等价问题
。

不等式约束条件 8 ,
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对于结构设计问题它们可 以是几何约束
、

位移约束
、

应力约束等等
,

视设计要求而定
。

等

式约束条件 0 ∃劣∋ 9 。
可以是力的平衡方程和变形协调方程等等

。

通常等式约束条件 按结

构分析方法处理
,

于是在数学规划中只含不等式约束条件
,

且一般为非线性的
,

故所论问

题为非线性规划问题
。

5 个设计变量 为
,
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翔 可以形成5 维欧氏空间 : 5 ,

该空间中任意一点或 向量
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: # ;% <夕=∃‘∋《 1 ,

− # .
, / ,

⋯
,

∀ >

为可行区
,

任意点 % 任 : 代表一可行的设计方案
,

称为可行解
,

若该点劣 

使得目标函数为

极小
,

则为最佳解
。

若某 二任 :
,

且对任一 −有

夕,
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则称 % 为 : 的内点
。

若 只任:
,

且存在 ‘有
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这里

? ∃妥∋ # ∃ + ;夕, ∃二∋二 1 , . 《 + ∃ ∀ > # ≅. ,
/
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则称二为 : 的边界点
,

相应的约束 功∃动 # 。 , +任? ∃补
,

称为临界约束
。

求解上述条件极值问题
,

我们可以用数学规划中的可行方向法
,

和其它方法一样
,

可

行方向法所得的解是局部最佳解
。

可行方向法的调参公式可以写为
二“ Α ‘, # % ‘Β , Α Χ ‘Δ

∃Δ ∋

∃Β # Ε
, . , / ,

⋯ ∋

其中 Χ ‘
为步长 , 吕 为方向向量

。

当点 二∃Β∋ 为 内点时
, Δ
可取为
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ϑ )∃二∋ 为目标函数梯度
。

当点三为边界点但非最佳点时
,

按可行方向法 Δ应满足如下条件
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ϑ 8  
∃只∋组合矩阵

。

当点王为边界点且 Β Ν 0 , 一( Ν 3 Ο 3 Π

条件满足时
,

则认为该点即为最佳解
。

关于最佳解的充要条件的讨论将在另文中阐述
。

本文将对可行方向法中有关收敛性的判别
、

方向向量
Δ 、

临界约束梯度的相关性 等问

题进行讨论
,

并提出改进和处理意见
。

二
、

关于收敛条件

设点砂为最佳点
,

且相应的临界约束梯 度 ϑ 8 2

∃二
,
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,

一
,

ϑ 8 成砂 ∋ 存 在
,

并为线性无关的
,

则目标函数梯度 ϑ −∃ 沪 ∋ 与临界约束梯度满足 Β Ν0
, 一( Ν 。Ο 3 Π

条件

 等号只在步长为有限小
,

而对应的 8 ‘∃二∋ # 。 ∃如对应的 8 ‘∃二∋ # Ε 有不止一个时
,

则为部分或所有这些对应的

8’ ∃功
二 Ε 的交 ∋ 在该处为 凹时才可取

,

这里所说的
‘
凹

 

指 的是在Θ 方向上相对于可行区而 育 , 否则只取 ≅ 号
。
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系数
Ρ 2
为拉格朗日乘子

。

上述 Β Ν 0 , 一( ΝΡ Ο3
Π
条件的几何意义可 以表述为

&

若扩为最佳解
,

则在5 维欧氏空间

砂
,

对于临界约束梯度 ϑ 8! ∃‘
 

∋
,

∃ ‘# .
, / ,

⋯
, ∗ ∋ 所张成的 二 维 子 空 间 : , ,

必 有

ϑ −∃ % ∋任: ” ,

且 一 ϑ −∃ 二 

∋处于 Η 8 2
∃
、 ,
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。

现在我们讨论任一边界点 王
,

若相应的临界约束梯度 ϑ 8 &
∃动

,

⋯
,

ϑ 8  ∃劝 为线性无关

的
,

则由线性代数理论可知下述命题成立
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达
,

即 Ω # 1
。

由上述命题并参考 Β Ν 0, 一( Ν 。
Ο3

Π 条件
,

对任一边界点 二的约束梯度和 目标函 数梯度
,

可以建立如下方程组
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称为拉格朗日乘子列阵
,
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称为补偿向量
。

方程组 ∃ Ζ ∋ 适用于任一边界点 王
,

包括最佳点
& Σ

在内
。

由方程组 ∃ Ζ ∋ 可得 Ρ 和 试

将方程组 ∃Δ Χ
∋ 等式两边同乘以 ϑ Λ

( ,

并计及方程组 ∃Δ Ψ ∋
,

注意到当临界约束梯 度为

线性无关时
,

方阵 ϑ ‘钾Λ 为非奇异的
,

于是可得
&
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其中 = 为单位矩阵
。

结果可能有三种情况
&
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则表明 Β Ν 0 , 一( Ν Ρ Ο 3 Π 条件满足
,

该点为最佳点 % Σ 。

∃ / ∋ 当有一个或几个

3 奋≅ 1

且 Ω 一 。

表明
’
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。

此时
,

某一负的
Ρ , 以及相应的临界约束梯度 ϑ 少∃劲 应该



舍去
, 再重新解改组后的方程组∃ Ζ ∋

,

而终将得到相应的妈等 Ε
。

若对应

为最大值的那个负 Ρ, 和临界约束梯度被舍去的话
,

果 ∃证明见附录一 ∋
。
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,应的丙钊
。

看对皿万面丽又一 ϑ ∀‘二 ∋∋
则对下一步调参可能得到最 大 减 重 效

∃ ∴ ∋ 当 Ω今Ε 时
,

点 二必非最佳点
,

而应继续调整设计参数
。

到此
,

我们根据上述命题得到了任一边界点 妥的收敛判别式
。

当 妥为最佳点时
,

式 ∃ Ζ ∋

和 Β Ν 0 , 一( Ν Ρ Ο3 Π
条件是等价的

。

当 二非最佳点时
,

方程组 ∃ Ζ ∋ 将会给出下一步调 参的

有利信息
。

三
、

关于可行方向向量 Δ

对于某边界点 妥
,

若该点非最佳解 ∃此时 Ω 必不为 。∋
,

则需确定方向向量 Δ ,

沿 该方

向作有限步长调参
,

将在可行区内得到一新的设计点
,

且重量下降或保持不变
,

为此
,

向

量 Δ 应服从式 ∃ Κ ∋
、

∃ Μ ∋ 所确定的条件
。
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利用拉格朗 日乘子法求 ϑ )∃夭∋、 为最小
,

满足等式约束条件
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此法常称梯度投影法
。

如果我们把式 ∃, ∋ 和式 ∃.Ε ∋ 比较
,

可以看出除了常系数之外
,

两个向量是完全一

样的
。

但应指出
,

严格地说这个向量未必是可行的 ∃见式 ∃ Μ ∋ 的 ∋
。

⊥ 1 Ν� 3 , Ω+ −Ο
,
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利用线性规划的单纯形法解下述方程组

ϑ 8 2 ∃王∋
( Δ Α 月2 。∃
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” , 用

一 . 《句《 ! − 一 ., /
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⋯
,
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使得 Χ 9 ∗ Χ %

这里
,

所得方向向量
Δ 因人为地给 月2 以不同值而不同

。

Λ 3 !! Χ� !_ ,

:
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则是假设向量
Δ 为 目标函数梯度 ϑ )∃刃 和临 界约 束 梯 度 ϑ 8 2 ∃王∋

,

∃ ‘ 9 !, / ,

⋯
,

∗ ∋ 的线性组合

,

一
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, Η 。2 ∃2 ∋
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Δ Π ϑ 了∃劲一 。

Δ ( ϑ 8 2 ∃王∋Α 。 2 # 1 ∃ ) 9 . , /
,

⋯
,

。 ∋

向量 Δ 虽处在等重超平面内
,

但具体指向却因人为的
。 2
值之不同而不同

。



在以上二法中要选择合适的系数 〕 或
。2
需经过多次试算和具有丰富的经验

。

下面我们给出另一种求方向向量 Δ 的方法
,

设

Δ , # Ω Α 入ϑ )∃妥∋ ∃. / Χ
∋

满足条件 ϑ 了∃劝、二二 。
∃. / Ψ ∋

将式 ∃. / Χ
∋ 两边同乘以 ϑ )∃劲

( ,

且计及式 ∃./ Ψ ∋
,

得

ϑ )∃妥∋
Π

Ω

ϑ )∃妥∋
Π ϑ )∃二∋

∃. / 。
∋

将 ∃. / 3
∋ 代入 ∃. / Χ

∋ 得

] 二一‘一

提兴黯
Η“2 ,

所得方向向� Δ , 满足可行方向条件式 ∃Κ ∋ 是显然的
。

下面证明它亦满足式 ∃Μ ∋
,

先证明

ϑ !∃ 劲牡≅ 。

对式 ∃Δ Χ ∋ 等式两边前乘少
,

得

Ω (
∃ϑ ΛΡ ∋Α Ω

(
Ω # 一 Ω ( ϑ )∃王∋

因为 Ω 土: , ,

所以 Ω 了∃ϑ ΛΡ ∋## 1

则 Ω ( ϑ )∃王∋ Ι 一 Ω ΠΩ

因为 Ω ΠΩ 夕
。

所以 ϑ 了∃劝
(诊∃ 。

可知 入β 。

现将等式 ∃. / Χ ∋ 两边前乘 ϑ Λ = ,

得

ϑ Λ ( Δ 二 # ϑ Λ ( Ω Α 入ϑ Λ Π ϑ )∃王∋二 入ϑ Λ ( ϑ )∃奚∋

可见对 ‘任? ∃劲
,

当

ϑ 8 2 ∃王∋
( Δ , ∃ 1 ∃或 ϑ 8 ,

∃笼∋
( Δ , # 1 ∋

的充分必要条件是

ϑ 8 , ∃王∋
( ϑ )∃王∋∃ 1

∃或 ϑ 8 ,
∃妥∋

( ϑ )∃妥∋ # 1
∋

若 8� ∃% ∋为凸函数
, +任? ∃刃

∃. ∴ ∋

为此

ς!∀ 有 。 &β 8 2
∃妥Α Χ ϑ )任∋∋》 8 , ∃王∋ Α Χ ϑ 8 , ∃王∋

Π ϑ )临∋ # Χ ϑ 8 2
∃牙∋

了
ϑ )临∋ Χ β 1

且足够小

于是 ϑ 8 2
∃王∋

( Δ , ∃ 1

若 功∃劣∋为严格凹函数
,

+? ? ∃劲

考虑 中 ∃ Χ ∋井夕, ∃王Α Χ Η )住∋∋ Χ β 1

由于 甲∃ 1 ∋ , 8 2
∃二∋ # 1 β 8 2

∃王Α Χ ϑ )临∋∋ # 甲 ∃Χ ∋ Χ β 1

故 甲 ∃
Χ

∋在 Χ # 。处是 Χ 的非增函数
,

故右导数
1 》甲

‘
∃

1
’

∋ # Η 8 2
∃二∋

Π Η )∃2 ∋

所以 ϑ 8 , ∃妥∋ΠΖ , 《 1

当 Χ β 。 时
,

由于 8� ∃劣∋为严格 凹函数
,

应有

8 2 ∃二Α Χ Δ 二
∋≅ 8 ,

∃三∋ Α Χ ϑ 夕,
∃王∋怡

, 二 Χ ϑ 8 ,
∃二∋

了Δ 二∃ 1

可见
,

不论 8 ,
∃‘∋

, ‘任? ∃刁是凸函数或严格 凹函数时
, ∴ , 总是指向可行区

。



其实
,

功∃幻
,
‘任? ∃刁

,

非严格凹时
,

除非 ϑ −∃ 劝 在点 王处与 8! ∃幻 相切
,

如仍指向可

行区
。

而恰巧碰到点 妥为切点的情况在实用中是罕见的
。

由本法得到的方向向量
,

计算比较简单
,

特别是利用了边界点 王邻域 的 有 利的
“

地

势
”

信息 Ω
,

使走向自然而然地合理
,

而且由以上证明可知
,

除极特殊情况外
,

知总是可

行的
,

而不像 : 1Δ 3, 法求得的那样未必是可行的
。

另外
,

由式 ∃. ∴ ∋ 可知
,

当 妥为最佳解 留,

时
,

由于 Ω # Ε ,

则 Δ , # Ε ,

意即在 最佳解

处
,

不再存在由式 ∃. ∴ ∋ 确定的且满足式 ∃ Κ ∋
、

∃ Μ ∋ 的方向向量
,

而且反过来也对  
。

可见收敛条件和方向向量二者是有机联系的
。

四
、

关于临界约束梯度为线性相关的情况

前已说明
,

对于边界点 二应进行收敛性检查
,

在应用方程组 ∃ Ζ ∋ 时
,

假定了该 点 王

处的临界约束梯度 ϑ 8 ,
∃劲

,

‘二 . ,
/

,

⋯
, ∗ ,

为线性无关的
。

否则拉格朗日乘子
Ρ , 是不确

定的
。

但在实际问题中
,

临界约束梯度可能有线性相关的情况
,

其原因有二
&

一为 。 β 5 ,

一为虽然 娜 《5
,

但极大线性无关组的向量个数小于 。
。

为了在 ∗ 个向量中确定其极大线

性无关组
,

一般可 以采用消去法
。

但这类方法所得到的极大线性无关组是不 确 定的
,

一般

不能反映该点邻域可行区边界的真实情况
,

因而不能简单地按消去法处理
。

为了解决以上问题
,

我们提出下述方法
。

假定在点 王处
,

有 ∗ 个临界约束梯度
,

而且是线性相关的
,

因而不能把它们一次全部

引入方程组 ∃Ζ ∋ 去求解
。

同时
,

由于事先并不知道这些临界约束梯 度 ϑ , ∃劲
,

∃‘二 .,

/
,

⋯
, ), ∋ 和一 ϑ ) ∃刁 的相对关系和相关性

,

不能从中直接选出某组约束梯度引入方程

组 ∃ Ζ ∋ 而又不失可行区边界的真实性
。

为此
,

我们应分二步来处理
&
首先

,

确定。个临

界约束梯度的极大线性无关组的向量数
,

例如为 0
,

即∗ 个临界约束梯度同处于一 0 维的

子空间内
。

然后
,

对每 0 个约束梯度组合和 ϑ )∃刁分别引入方程组 ∃ Ζ ∋
,

解算后的结果无

非为以下四种情况之一 ∃对其中一个组合∋

∃ + ∋ Ω ‘# 1

且全部拉格朗日乘子 灼 为非负的
。

∃ / ∋ Ω 0
气。

∃ ∴ ∋ 不可解
,

或即 ϑ Λ ( ϑ Λ 不可逆
。

∃ Κ ∋ Ω
,

# 1

但乘子 Ρ! 中有负值
。

在上述四种可能的情况中
,

如为情况 ∃ . ∋
,

则表明点 王即为最佳解
。

如为情况 ∃ / ∋
,

表明

点 石必非最佳解
,

则利用此 峨等。 转入确定可行方向向量
Δ ,

。

如为情况 ∃ ∴ ∋
,

则进 行另

一 0 个临界约束梯度组合的计算
。

如为情况 ∃ Κ ∋
,

则依次舍去一个与负 Ρ= 相应的临 界约

束梯度 ϑ 8χ ∃劲
,

并将保 留下来的临界约束梯度和 ϑ 了任∋引入方程组 ∃Ζ ∋
,

求出相应的 Χ!
。

然后再计算另一 0 个临界约束梯度组合
。

 如Ω 二 Ε 而非最佳解
,

则 由二节 中的情 况 ∃ / ∋ 可见终将得到非零的Ω ‘,

从而可得非零的。牙 。

如 Χ 甲 二 Ε ,

刻 由∃.∴》

式可见 Ω 二 Ε ,

除非Ω 与△了∃戈 ∋ 同向
,

而这是态了∃二 ∋ 在点 % 处 与8 , ∃二 ∋
,
‘任 ? ∃川 相切的情况

,

上面 已提到是罕

见的
。



按上述方法
,

如果点 石是最佳解
,

则必能判定
。

如果点石不是最佳解
,

则必能找到一

个峨气。 或许多个 呜气。
。

显然
,

Ω 气。 分别和每一个临界约束梯度 ϑ 8  
∃劲正交

,

即

ϑ 8 ,
∃二∋(Ω # 1 ∃ ‘# !, / ,

⋯
, ∗ ∋

而对于那些 试矢。 ,

可把其中每一个分别和临界约束梯度求值

ϑ 8 2
∃牙∋

(
Ω ,

∃ + # . , /
,

⋯
, 。 ∋

只有满足条件

ϑ 8 2 ∃妥∋
(

Ω !∃ 1
∃ + # δ , /

,

⋯
,

。 ∋ ∃δ 峨∋

的 Ω− 才可用来确定下一步调参方向向量
,

而满足式 ∃. Κ ∋的 Ω ,一定存在 ∃证明见附录二 ∋
,

且可能不只一个
,

那个使得
&

青
∃一Η“‘”

取最大值的 Ω ,
对应着有利的调参方向

。

五
、

结 束 语

在上面讨论中
,

我们建立了任意边界点 又的向量方程组 ∃ Ζ ∋
,

它把收敛性 判 别与调

参用的可行方向向量的确定二者统一 了起来
,

并据此提出了一个比较简单的可行方向向量

计算公式
,

由于利用了当地有利的
“

地势
”

信息
,

使以后调参的减重效果一般会较其它方

法为好 , 提出了处理临界约束梯度为线性相关情况的方法
。

通过对以上问题的讨论
,

可使

我们对可行方向法的本质有进一步的认识
,

且所提方法在工程上是实用的
。

尽管本文是由

飞机结构最佳设计问题引出的
,

但所有上述讨论
,

对其它领域应用可行方向法时也是同样

适用的
。

最后
,

作者对钱令希教授
、

魏权龄同志
、

丁惠梁同志等的宝贵意见表示深切感谢
。
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附 录 一

当解方程组 ∃ Ζ ∋ 时
,

可能出现如下情况
,

即有一个或几个
Ρ , ≅ 。 ,

且Ω 9 Ε
,

这表明

目标函数梯度一 ϑ 了∃刁包含在 ∗ 个临界约束梯度所张成的 。维子空间内
,

即一 ϑ ) ∃刁任: 气

但处于这些临界约束梯度所张成的超棱锥体之外
,

即该点 妥不是最佳点
。

为了决定下一步

调参的可行方向向量
,

应该舍去某一临界约束梯度
,

即舍去相应的临界约束超曲面
,

先假

定可以舍去 。 为非零的任意一个临界约束梯度 ϑ 8 ,
∃刁

,

于是留下的 ∗ 一 .个梯度张成 ∗ 一 .

维子空间 : 犷
‘,

且 一 ϑ !∃ 三∋百: Ξ
一
‘。

由前述命题可知必存在一相应的 Ω , 今 Ε ,

且 Ω , 土 : 梦
一
’。



由于被舍去的约束梯度 ϑ 8 2
∃劝是任意的

,

故存在多个对应的 Ω 2 ,

其大小和方向都 是 不同

的
。

那末舍去哪一个临界约束梯度才是最合适的κ

由正文可知
,

Ω 表示了可行方向的一个极限情况
。

因此
,

舍去的临界约束梯度
,

应首

先保证相应的 Ω ,
是切于真正可行区的边界

,

其次要求若沿 Ω 2
调参时能得到最大的重量下

降的效果
,

这相当于要求

&
街

 & ∃一 、, ∃、∋∋

的值为最大的
。

下面就讨论满足这二个要求的条件
&

已 知对原 �, 个临界约束梯度 Ω 一 。
,

由式 ∃Δ Χ
∋ 知

&

Ω # 一 〔ϑ ) ∃三∋ Α Ρ & ϑ 夕&
∃三∋ Α ⋯ Α 3 2 ϑ 夕2 ∃妥∋ Α ⋯ Α 3  ϑ 8  ∃二∋〕# 1

其中系数
Ρ
有一个或几个是负的

。

舍去任意一个临界约束梯度 ϑ 8 2
∃刁后

,

有相应的 Ω 2等。 ,

且 Ω 2 上: “
,

将

式 ∃⎯ ! ∋ 等号的两边
,

得
&

∃⎯ ! ∋

>>

乏
>< 前乘

Ω 丁
><Ω 川

∃一 ϑ )∃妥∋∋ # 3 2 下云
 

了 ϑ 8 , ∃王∋
>!“矛..

∃⎯ ⊥ ∋

在三节中已证得 Ω 百ϑ 了∃劲 ≅ 。 ,

故式 ∃⎯ ⊥ ∋ 左边是恒为正的值
。

如果被舍去的 ϑ 功挤 ∋ 所相应的
Ρ 2 β 。 ,

由式 ∃⎯ ⊥ ∋ 则必有

Ω丁ϑ 8 2 ∃王∋∋ 1

由式 ∃ Μ ∋∃或图 ⎯ Χ
∋ 可知

,

Ω 2 不满足可行方向条件
,

即 Ω ,
实际上处于非可行 区内 ∃图

⎯ Χ
中阴影线部分表示由 功∃劝 # 。 所形成 的真正的临界约束超 曲面 ∋

。

所 以
,

舍 去一个

与正的
Ρ , 相应的临界约束是不允许的

。

图 ⎯ Χ 图 人 Ψ

如果被弃去的 ϑ 功∃刁 所相应的 Ρ , ≅ 。 ,

由式 ∃⎯ ⊥∋ 则必有

Ω百平8 2 ∃牙∋≅ 1

由式 ∃ Μ ∋ ∃或图 ⎯ Ψ ∋ 可知
,

Ω 2
与真正的可行区边界相切

。

所 以
,

舍去一个与 负 Ρ , 相应

的约束是允许的
。

又由式 ∃⎯ ⊥∋

到相应的丙
,

使得

若舍去某个负
Ρ 2 和相应约束梯度 ϑ 功∃劝

,

利用式 ∃ Ζ ∋ 重算籽

∃一 ϑ )‘∋∋ 有最大的值
,

则利用此 Ω , 来确定以后的调参 方 向向

知下上川科叮一峨

量
,

例如用本文三节中所建议的公式 ∃. ∴ ∋
,

会在不增重的条件下最深入到可行区里去
,

因



而可能在再下一步沿最陡方向调参时得到较大的减重效果
。

附 录 二

在点 妥处的临界约束超曲面 功∃刃 # 。
∃ ‘ # . , / ,

⋯
,

), ∋
,

其相应的临 界 约束梯度

ϑ 8 2
∃三∋是线性相关的

,

则可把它们分为两类
&

∃ . ∋ 在点 妥处形成可行区边界的这类约束称为界面约束
,

相应的梯度称为 界面 约束

梯度
,

我们用Β 来表示这类约束和相应梯度的下标集合
。

∃ / ∋ 在点 二处并不形成可行区边界
,

它们只是通过点 妥
,

而在其邻域则全 部 处于非

可行区内
,

这类约束可以称为多余约束
,

相应的梯度称为多余约束梯度
。

我们用 ∀ 表示这

类约束和相应梯度下标的集合
。

显然
,

多余约束梯度 ϑ 场∃劝
,

∃−任∀∋
,

皆处于界面约束 梯度 ϑ 头∃劲
,

∃Ο任Β ∋ 所 张

成的超棱锥体之内
。

如果点 二是最佳点
,

那末通过该点的 目标函数负梯度一 ϑ −∃ 劝必处于该超棱锥体之 内
。

用四节所述方法必能判定
。

如果点 二不是最佳点
,

则可按以下 四种情况分别讨论
&

∃ . ∋ 如果诸界面约束梯度 ϑ 头∃刁
,

∃Ο任Β ∋ 是线性无关的
,

且一 ϑ 了∃刁 处于界面约

束梯度所张成的子空间内
,

把全部 ϑ 头∃劲引入方程组 ∃ Ζ ∋ 解之
,

必有
Ρ ,
为负值的情况

,

去掉与其中之一相应的界面约束梯度 ϑ 8 ,
∃刁

,

∃‘任Β ∋
,

必可确定一非零向量 Ω
,

它和余下

来的界面约束梯度正交
,

和去掉的梯度 ϑ 8 2
∃劲 有关系 ∃见附录一∋

ϑ 8 Δ∃妥∋了Ω ≅ 1

且向鱿 Ω 和全部多余约束梯度 ϑ 场∃刁 有关系

ϑ 夕δ∃王∋
了
Ω 《 1 −任∀

事实上
,

由于多余约束梯度 ϑ 8 ,
∃劝 处于诸界面约束梯度 ϑ 8  

住 ∋ 所张成的 超 棱锥体

内
,

因此必有如下关系

Η。,“卜艺
一Η。, ∃‘, ∃“任Β ∋

Β

∃ Θ !∋

Χ Σ
为非负的常系数

。

由式 ∃ Θ !∋可得
&

Η 。,“, ΠΩ 一

艺
。Σ Η。·∃‘,

·
Ω

Β

由于 ϑ 头挤 ∋
(

Ω 不是等于零
,

就是负值
,

所 以证得
&

ϑ 夕,
∃王∋

Π
Ω 《 Ε −? ∀

以上表明
,

对所论情况
,

至少存在一个 Ω
,

它满足四节中式 ∃.Κ ∋ 的要求
。

∃ / ∋ 如果界面约束梯度 ϑ 头∃劲
,

∃Ο任Β ∋ 是线性无关的
,

但 一 ϑ )∃劲 不处于界面约

束梯度所张成的子空间内
,

把全部 ϑ 头∃刁 引入方程组 ∃ Ζ ∋ 解之
,

必有 Ω 不为零
,

且和

全部界面约束梯度正交

ϑ 8  ∃王∋(Ω # 1 Ο任Β

显然
,

亦和全部多余约束梯度正交
,

即



ϑ 夕, ∃二∋(Ω # Τ −任∀

很6所得向量 Ω 满足四节中的式 ∃.Κ ∋ 要求
。

∃ ∴ ∋ 如果界面约束梯度 ϑ 头∃劝
,

∃九任Β ∋
,

线性相关
,

其极大线性无关组的向量个数

设为 0
,
一 ϑ )∃劝属于该 0 维子空间

,

但处于这些界面约束梯度所张成的超梭锥体 之 外的

某一侧
,

则必有某 0 一 . 个界面约束梯度的集合 ∃超锥面 ∋
,

设其下标集合为 φ
,
一 ϑ ) ∃刁

不属于它们所张成的 0 一 . 维子空间内
,

且该梯度集合把一 ϑ )∃动 和其余界面约 束 梯 度

ϑ 头∃刁
,

Ο百刀分别置于两侧  ,

由二节命题可知
,

对于该梯度集合和 一 ϑ −∃ 劝
,

必有一向

量 Ω 使得
&

ϑ 8 Σ
∃采∋

ΠΩ # Ε Ο ? φ

且与其它界面约束梯度的关系为
&

ϑ 8  
∃王∋

丁Ω 《 1 Ο百φ

事实上
,

若 ϑ 头∃刁ΠΩ β 。 ,
Ο百φ

,

则 ϑ 头∃刁 应位于 ϑ 了∃劲的同一侧
,

这显然与上述矛盾
。

上述向量 Ω 和所有多余约束梯度 ϑ 功∃刁 有关系

ϑ 夕δ∃王∋
Π Ω 《 1 −任∀

因为多余约束梯度 ϑ 功∃劲 处于界面约束梯度 ϑ 头∃% ∋ 所张成的超棱锥体 之内
,

设界

面约束梯度 ϑ 头∃刁
,

∃Ο任Β ∋
,

的极大线性无关组的向量个数为 0
,

则任意一个多余 约束

梯度 ϑ 8 ,
∃刁 皆是界面约束梯度某极大线性无关组的线性组合

Η。, ∃‘卜兄
。众Η 。,

∃‘∋ “。Β
,

, 。∀

0

∃Θ ⊥ ∋

其中
Χ  
为非负的常系数

。

由式 ∃ Θ ⊥ ∋ 可得
�

Η 8! “∋公 一

兄
、Η。∃2 ∋ΠΩ Ο1 Β

,

−二‘

0

由于 ϑ 8  
∃劲

了Ω 不为零就为负
,

所以

ϑ 8 ,
∃妥∋

(
Ω 《 Ε −? ∀

表明对所论情况
,

至少有一个 Ω 满足四节中式 ∃.Κ ∋ 的要求
。

∃ Κ ∋ 如果界面约束梯度 ϑ 头∃劲
,

Ο任Β 是线性相关 的
,

但 一 ϑ )∃刃 不处于界 面约束

梯度所张成的子空间内
,

假定界面约束梯度的极大线性无关组的向量个数为 0
,

则任意抽

取 0 个界面约束梯度 ϑ 头临∋引入方程组 ∃ Ζ ∋ 解之
,

必有向量 Ω 不为零
,

且和全部界面约

束梯度正交

ϑ 夕Σ
∃王∋

( Ω # 1 Ο任Β

显然
,

也必和全部多余约束梯度正交

ϑ 8 ,
∃妥∋

了Ω # 1 −任∀

即所得向量 Ω 满足 四节中式 ∃. Κ∋ 的要求
。

由上可见
,

按四节所述方法
,

如果 王是最佳解则必可判定
,

如果 妥不是最佳解
,

则必

可找到至少一个满足四节 中式 ∃. Κ ∋ 要求的向量 Ω
,

以作为我们计算式 ∃.∴ ∋ 的基础
。

 个别Η8  
函

,

疟φ 可能离该超锥面很近
,

在极限情况
,

可能就在该超谁面内
,

但仍不与
一 △了二∋在同一侧

 


