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摘 要

本文提出了同时迭代法的一种变型算法
,

用来求解大型结构动力分析中的广

义特征值问题
。

使用了 � , 子空间和特征方向的概念
,

证明了该算法的收 敛率
,

并

讨论了如何在计算机上实现的某些细节问题
。

通过统计每步迭代所需运算量和大

量的实际计算
,

表明该算法与当前几种常用的同时迭代法或子空间 迭代法 相比
,

收敛率相同
,

但减少了每步迭代所需的计算量
,

提高了计算效率
。

一
、

前 言

结构动力分析中的特征值问题
,

经过奇异性处理 �譬如原点移位 后
,

其形式为

! ∀ # 入乃叮∀ � ∃  

其中 ! 和 % 为 & 阶实对称正定
、

稀疏矩阵
。

现设系统 � ∃  的特征值为入
∃ ,

从
,

⋯⋯
,

瓜
,

并且有

∋( 入
∃

《从镇⋯ ⋯《入
,

�)  

相应的特征向量为 为
,

凡
,

⋯⋯
,

介
。

对于大型结构
,

系统 � ∃  的阶数可高达几千阶
。

在这种情况下
,

应 用 盆 和% 的稀

疏性将是十分必要的
。

因此
,

同时迭代算法已成为解系统 � ∃  的部分低阶特征对 �特征

值和相应的特征 ∗句量  的强有力的方法之一
。

当前由 + , −./ 01 , 2 3 ,

+ 2 .& / 4 0
,

% 。 5 6 3 7 .2 8
,

9 1− 02 和 : .4 6∗ 1. 等人提出的同时迭代的变型算法较为流行
。

其中前两种算法是对 % 进行

5 06 ∗2/ 8 ; 分解
,

然后再把系统 � ∃  转换成标准特征值 问题 < ; 一入; 求 解
。

即使不考虑

由 % 分解而产生的误差影响
,

用这样的算法求解系统 � ∃  部分 特征值问题 也是不利的

�见表 = 
。

这不仅 由于 % 分解本身将花费一定的机时
,

而且由于分解
“

填充
”

将会产生新

的非零元素
,

于是使得以后各迭代步增加一定的计算量
,

从而影响了计算效率
。

另外
,

+ 2 .& / 4 0 和 : .2 6 ∗1 .的算法中使用了 > 3 1 7 一? 4 0 7 .≅ − 直交化过程
,

因而可以把已

收敛的试向量固定住
,

不再参加以后的迭代
。

这种处理技巧
〔幻通常称为

“

降维
”

处理
。

当

待求特征对的个数比较多时
,

采用降维处理将会大大提高计算效率 �见表Α 
。

∃ Β Χ Δ年∃ Δ月收到
。



本文给出一种新的变型算法
,

与上述算法相比
,

除了不分解 % 和可采用降维处理外
,

还具有进一步减少了每步迭代所花费的计算量这一重要的特点
。

下一节我们将简单地介绍系统 � ∃  的 � , 子空间概念
,

为证明本文算法的 收敛率 提

供理论基础
。

第三节介绍算法并叙述在计算机上实现方面的某些细节问题
。

关于方法比较

与数值检验结果将分别在第四
、

五两节中给出
。

用大写字母表示矩阵
。

特别地
,

用 + 表示上三角矩阵
,

用 3∗Ε 表示它的 � ‘
,

Φ  元素
。

用 Γ 表示对角矩阵
,

用 诱,
表示它的第 Φ个对角线元素

。

用 Η
,

;
,

Ι 和 ? 表 示
& ∀ ϑ 向

量矩阵
,

并分别用 二 , ,

;Ε
,

ΚΕ
, Λ , 表示它们的第 Φ列向量

。

用大写字母 ∋ 表示同阶小量
。

二
、

系统�∗ 的 � 、
子空间

设 对
。, ,

心
Δ ,

⋯⋯
,

形
Δ 为 ”

维空间中任一与线性无关的向量组
。

如果令 �
。

为它们所

张成的子空间
,

那么系统 � ∃  的 � , 子空间则可定义如下
Λ

� , # Μ二 Ν! 戈 # %夕, 少任 � , ‘ Ο

Π � /  
Θ

由 ! 和 % 的对称正定性可知
,

对任意的 8
,

� , 子空间的维 数 都 为 ϑ
,

而 且 ∗.7 � Ρ
存

8Ρ 66

在
,

并为系统 � ∃  的一个不变子空间
。

如果它是由系统 � ∃  前 ϑ 个低阶特 征向 量 ∀ , ,

凡
,

⋯⋯
, 工 , 所张成的

,

那么就称 � Ρ 为稳定收敛
。

理论上
,

在稳定收敛的情况下
,

在 � , 上总可以找到称之为最佳方 向 的 ϑ个 向 量
。, ,

, · ·

⋯
, , , 〔‘〕,

并有

ΠΝ
, , 一 ∀ 川# ∋ �Σ乍 � =  

其中 Σ , # 入,
Τ 入

, Υ ,

� ς  

但由于最佳方向无法计算
,

所以同时迭代的各种算法都是在 � , 上通 过一组已 知的 ϑ个 向

量来计算一组新的向量 对幻 ,

⋯ ⋯
,

形Ω ,

使得当 吞充分大时
,

它们渐近地趋向于最 佳方向
。

于是有

Ν】
二
李
介, 一二 ,

ΜΠ# ∋ �Σ乍 � Α  

这里的 Σ 了同式 � ς  
。

上述的同时迭代的各种算法
,

在 � ,
上计算具有上述性质的对幻时

,

使用的方法各不相

同
。

本文给 出的算法
,

将采用在 � Ρ
上计算系统

�! %
一 ‘

!  二 # 入
Ι

%工 � Ξ  

的特征方向 Η , # �对
Ω ,

⋯⋯
,

彩幻  
,

它满足于

5。Β∃Δ‘
声
3、Τ‘、

Η万�! %
一’

!  Η Ρ 二Γ 爱

其中 Γ Ρ
为 ϑ 阶对角矩阵

,

并自始至终假定它的对角线元素 叮亨
,
满足于

心空
’

簇 ≅ 拎《⋯⋯簇心Ο
,

在 � Ρ 上计算上述 Η ,
并不困难

性质
。

定理
Λ
在稳定收敛情况下

,

�见下节 
,

而且这样的 Η Ρ
还具有下面的一个 极 为 重 要的

如果 Η Ρ 为系统

Π∃二李
介, 一 二川#

� Ξ  在 召,
上的特征方向

,

则有

∋ �Σ 李
介,  �∃ ∃  



Π≅声季
, 一入, Ν# Δ �Σ Ο

介
 �∃ )  

其中 Ψ, 同式 � ς  
。

证明请参见文献〔∃ 〕
。

三
、

算 法

在 & 维空间中
,

任取一初始
” ∀ ϑ 矩阵 ?

。一 �时
。, ,

⋯⋯
,

衫
Δ 
 

,

然后 用下列 迭代格式

逐步生成新的 ? 。

∃ 解方程组
,

求出 Ι 。

! Ι , 二? , Ζ ∗

) > 3 1 7 一?2 0 7 .≅ − 直交化
,

求出 ; , 和 丑, Λ

% Ι Ρ # ; Ρ+ ,

�[万%
一 ’
[ , # Ε

, ,

+ Ρ 为上三角 

∴ 形成投影矩阵 9 。

9 , # + Ρ+ 不

= 解投影矩阵 9 , 的特征值问题
Λ

]不9
, ] , # Γ 二

“

�&
, 为对角阵 

ς 形成下步所需的? 。

? 。# [ , ] Θ �∃∴  

如果在上述算法中
,

令

? Ρ # % Η 。
�) =  

则不难证明 Η , 为系统 � Ξ  在 � Ρ 子空间上的特征方向
。

事实上
,

Η 矛%Η , ⊥ ]不[不%
一 ‘
[ , ] Ρ # Ε ,

�∃ς  

Η 篇�! %
一‘

!  Η
, # ]不�+

, +不 
一 ,

] , # Γ 是 �∃ Α  

所 以
,

由上节定理可知
,

算法 �∃ ∴  的收敛率为 �∃ ∃  
,

�∃ )  
。

事实上
,

�∃ ∃ 
,

�∃ )  式是

上述同时迭代各种算法所共有的收敛率
。

下面先叙述算法 �∃ ∴  在计算机上实现方面的几个值得注意的问题
,

然后用一个框图

�见图∃ 描述全部计算过程
。

∃ 初始 ϑ个试向量的选取可采用随机化过程
〔幻 ,

或采用 9 1− 0 2 的选取办法
〔
气

) 迭代格式 ) 是使用 > 31 7 一?4 0 7 .≅− 直交化过程实现的
。

事实上
,

若令

Ι Ρ ⊥ Η , + ,
�>

3 1 7 一? 2 07 .≅ − 直交化  �∃ Ξ  

其 中 Η 万%Η , ⊥ Ε
_ ,

+ , 为上三角矩阵
。

在上式两边同时左乘以 %
,

并令 [ Θ # % Η Ρ ,

则不

难证明

[篇%
一 , [ , # Ε , �∃ Χ  

有关 [ Ρ 的计算参见图 ∃
。

∴ 由于算法 �∃∴  可采用降维处理技巧
,

所 以当某些试向量一旦 满足了 收敛条件
,

将不再让它们参加以后的迭代
。

但由于计算误差的原因
,

在以后的迭代中
,

还需在其余的

试向量上
“

净化
, ,

掉那些已收敛的向量
。

另外
,

还需注意
,

算法 �∃∴  中 的 9 Ρ 的阶 数将

随着试向量已收敛的个数的增加而不断减小
。

图 ∃ 中的上三角矩阵 +
Ο

是 ϑ 阶 上三角矩阵

+ 一 �3. ,  的右下角 夕一 Ψ 阶矩阵
。

其中 夕为已收敛的特征对个数
。



= 当迭代 ∗步之后
,

待求的 Σ 个特征对全部收敛时
,

Γ Λ
中的对角 线元素 心Π

,

就 是

特征值 入, 的近似
,

而 ?
,

的列 砂
,

�Φ 一 ∃ , ) ,

⋯⋯
, Σ  还不是特征 向量 为 的 近 似 向 量

对
Ε ,

但不难看出
,

二者有下面关系
Λ

/
乒
‘,
二%二乒

‘,

�Φ # ∃
,

⋯ ⋯
, Ψ  �∃ Β  

为了获得 对
‘, ,

还需做下面少量工作
Λ

! Κ
幸
‘, # Λ

奋
‘,

�) Δ  

二李
‘, # ≅梦∗

, 二
李

, , � Φ # ∃ ,

⋯⋯
, Ψ  �) ∃  

一般地
,

、,了‘

、
产

,自Σ≅八‘,�
矛

‘
、

�吸、

试 向量个数  由下式确定
!

 ∀ # ∃ % & ∋ ( )
,

� ∋ ∗

收敛准则可参阅文献〔+
,

)〕
,

建议使用文献〔) 〕中的准则
!

心乍
, 一 , 夕乍

一 ”

,井
一 ‘’ − ) +

其中 . 为特征向量的允许误差
。

/ 框图中的 0
,

1
,

�
,

2 可以使用同一 个储存位置
。

3 由于同时迭代的各种算法都可以使用切比雪夫多项式或原点移位法进行加速
,

所

以在框图中不再叙述
。

有兴趣的读者可以参阅文献以
、

+
、

/〕
。

) 由于 4 阵在迭代过程中始终保持不变
,

所以建议使用排除全部零 元素的压 缩存

储办法
。

5

选取初始” 6  矩阵 2 。

尤阵三 角分解

已经收敛的特征对个数7 ∀ 8

迭代次数
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四
、

方 法 比 较

这一节
,

我们将比较本文算法与其它常用的几种算法
。

在比较之前
,

先做几点说明
Λ

∃ 设 ⎯ , 和 欠 分别为 ! 和 % 的半带宽
。

虽然在 % 不分解 的算 法中
,

% 可以按压

缩方案储存
,

但为了方便起见
,

仍用 呱 来统计运算量
。

) 在可 以采用
“

降维
”

处理的算法中
,

在统计每步运算量时
,

使用了平均值 的方法
。

如果设已有 墓个特征对收敛
,

这时每步迭代所需的运算量为 α �ϑ 一 .  
,

那么平均每步运

算量为
Λ

�) = 

一ϑ
3Ι、

αϑββ∃翌.#Δ

∴ 用 χ �ϑ  代表解 ϑ 阶对称矩阵全部特征值间题所用的运算量
。

用 Ιχ �ϑ  近似表

示解相应广义特征值问题的运算量
。

几种算法的比较情况列入表 ∃
。

从表 ∃ 显然可得 出下列结论
Λ

本文给出的算法

∃ 比 + , −./0 1 , 2 3 ,
+ 2 .& / 2 0 算法少做一次 % 阵的分解

。

而且
,

当 % 按压 缩方案储

存时
,

每步迭代的运算量实际上要比 + 2 .那。0 的运算量小
。

) 每步迭代中
,

比 % 4 5 63 7 .4 8 和 : .4 6∗ 1. 算法少做一次 % 阵与试向量的乘积
。

∴ 与 91− 02 算法相比
,

除了可进行降维处理外
,

毋须每步迭代解一个 ϑ 阶广义特征

值 问题
。

五
、

数 值 检 验

为了检验本文算法的可靠性和效率
,

在 ?Ε � % � : ?一Ξ Ξ Α。计算机上使用δ∋ + α + < : 语

言做了多方面的数值检验工作
。

现把有关结果列出如下
。

∃ 算例 ∃
。

使用 + 2. &/ 4 0 方法和本文方法
,

计算某飞机全机特征值问题
。

本算例 主

要是用来比较两种方法的收敛情况 �见表 )  和结果精度 �见表 ∴  
。

本算例使用的试向量

为 ) ς 个
,

待求特征对 ∃Ξ 个
。

所求 出的 ∃Ξ 个特征值仅在小数点后∃Δ 位上有差别
,

限于篇幅
,

不再列表
。

表 )

α 1 ⎯∗2 ) 5 6

+ 2 主& / 4 0 算法和本文算法的收敛情况

7 _ 1 3 ./ 6 & 6 ε 尺2 .& / 2 .∗
, ς 1 ∗Σ 6 3 .−0 7 φ .−0 −0 2

_ 3 6 _ 6 / 2 ≅ 6 & 2 .& 2 6 & γ 2 3 Σ 2 & 2 2

一Λ

三一二
Ζ Ζ

二
⋯

Ζ

ς
β

一 Θ 口
Π

’

Β ∃。

一
∃

� ∗ 一 一
Θ

Μ 」
‘

收
,

小 、 Μ
。

Μ
,

Π
。

一
。 一

, , Θ

Π
‘ ,

Π 二 Π
八

3
Μ

户
翎‘

侧

人 Μ Ω  Ω � Ω Μ Ω Μ 压 一 主任 】 生〕  王了 Π β

“‘ ∃ Π Μ Μ ∃ ∃ 一 Μ Π Π Μ
沪
卜 Μ

Ζ
Π 」 ∃ ∃ Ν 一 ∃ ∃ ∃ Ο

奋 Ν + 2 .& /2 0 Π Δ Π Δ 一 Δ Π ) Μ ∃ ∃ 一 ∃ ς Π ∃ Α Ν ∃ Α Π ∃ Ξ

级
Λ

Π Π Π Μ 一 Μ Μ Μ Μ Φ Π
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表 ∴ + 2. &/ 4 0 算法和本文 算法的特征向量精度

α 1 ⎯ ∗2 ∴ 5 6 7 _ 1 ∀
一

// 6 & 6 ε + 2 .& / 2 0
, ς 1 ∗Σ 6 3 .−0 3& φ .−0 −0 2

_ 3 6 _ 6 / 2 ≅ 6 & 2 .& 2 .Σ 2 & γ 2 2 −6 3 1 2 2 , 3 1 2 ;

特征向量序号

本文 �∃ Δ 一 =  

+ 2 .& /2 0 �∃ Δ 一 =  

Δ
Θ

Δ Δ Α = Π Δ
Θ

Δ ∃ = ∴ 一 Δ
Θ

Δ ς ς Β ∃ Δ
Θ

Δ Δ Α ) Δ
Θ

Δ Χ ∴ Δ Δ
Θ

Δ = Δ ∴ Μ Δ
Θ

Δ Δ Α = 一 Δ
Θ

Δ Δ Δ Ξ

Δ
Θ

Δ ∃ Δ Δ Μ Δ
Θ

∃ ) ∴ ∃ Π Δ
Θ

Δ Α ς ∴ Μ Δ
Θ

Δ Δ = Δ Δ
Θ

Δ ∃ Χ Χ Δ Δ )ς ∃ Μ Δ
Θ

Δ ) ∃ Β Λ Δ
Θ

Δ = = Ξ

)

算效率
。

算例 )
。

阶数为 ς Δ Δ
,

! 和 % 的半带宽为 ∴ Δ ∃
。

本算例主要用来考核各 算法的计

采用 ∃∴ 个试向量
,

计算 ς 个特征对 �见表 劝
。

表 = 几种算法 的计算时间

α 1 ⎯ ∗2 = 5 6 7 _ , −2 3
3 Ω & −∃7 2 6 ε / 2 γ 2 3 1 ∗ 1 ∗Σ 6 3王−0 7 /

算 法 + , −主/01 , 2 3
+ 2 .& /2 0 %2 5 6 3 7 .28 : .2 6 ∗1. 9 1 −02 本 文

时χ阅 �秒 ∃ ∃ ΔΑ ∃ ΔΑ Β Β Β ) Β Ξ ∴ ΞΧ Δ Ξ ς Χ

∴ 算例 ∴
。

分别用 9 1− 02
算法和本文算法计算了三个特征值问题

。

本算例 为了证实

当待求特征对比较多时本文算法要比 91− 02
算法效率高 �见表 Α  

。

表 ς 三个问题的参数

α 1 ⎯∗2 ς ϑ 1 3 1 7 2 −2 3 / ε6 3 −0 3 2 2 _ 3 6 ⎯ ∗2 7 /

问 题 阶 数 半 带 宽 试向量 个数 待求特征对数

∃∃∃ ΔΔΔΔ ςςς ∴ ΔΔΔ

))) ΔΔΔΔ ) ΔΔΔ ∴ ∴∴∴

ςςς Δ ΔΔΔ ∃ ΔΔΔ ∴ ΧΧΧ

表 Α 91− 0 2和本文算法的计算时间

α 1 ⎯∗2 Α 5 6 7 _ 1 3 ./ 6 & 6 ε 9 1 −0 2 , ς 1 ∗Σ 6 3 .−0 7 φ .−0

−0 2 ϑ 3 6 _ 6 / 2 ≅ 6 & 2 .& 2 6 7 ϑ , −2 3 3 , & −.7 2

问 题

本 文 �秒  

9 1 − ∗2 �秒  

Β ∴

∃ Β =

) ∴ = ς ςΧ

∴ Α ∴ Β Χ Α

六
、

结 论

本文提出了同时迭代的一种变型算法
,

证明了它的收敛率
,

讨论了在计算机上实现的

问题
,

并与常用的儿种同时迭代算法做了比较
。

可以断定
,

系统 � ∃  的规模和带宽越大
,

本文算法与 + , −./0 1 , 2 3 ,
+ 2 .& / 20

,

% 2 56 3 7 .2 8 和 : .2 6 ∗1 .算法相比计算效率就越高
Ο 而系
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统 � ∃  的待求特征对越多
,

本文算法与 9 1− 0 2
算法相比计算效率就越高

。

本方法在研究期间
,

得到了管德同志的具体指导和支持
,

并得到李光权 同志的 帮助
,

在此深表感谢
。
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