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摘 要

本文研 究了非完全阻尼 �部分 阻尼� 情况下力学系统的渐近稳定性问题
。

建

立 了陀螺系统和陀螺系统的渐近稳定性的充分必要条件
。

在研究中将系统进行 了

分解
,

因之结果比较简单且有助于分析一 些力学现象
。

一
、

引 言

力学系统的稳定性问题是一个古老问题
。

近些年来在航空及航天飞行器以及其他技术

中
,

出现的一些力学系统问题
,

重新引起了研究者的注意
,

这方面的工作可参见文献〔 一 ! 〕
。

设力学系统的广义坐标向量为尹 ∀ 〔#∃
,

⋯
,

‘〕
,

则力学系统 的线 性 化 运 动 微 分

方程
%

&笼十 ∋ 分十 ( 交十) # 一 ∗ � 一 �

是一个二阶线性矩阵微分方程
。

其 中&表示惯性阵
,

一般是 正 定 的
%

& 二&
了

+ , − ∋ 表

示阻尼阵
,

一般是半正定的
%
刀 ∀ ∋

.

� 叭 ( 表示陀螺力阵
,

是斜对称的 ( ∀ 一 (
. −

) 表

示刚度阵
,

是一对称阵
%

) 一 )
了。

若非每一广义阻尼力都不等于零且 / 01 刀等 。 ,

则 称 系

统受到非完全阻尼
,

或称系统是部分阻尼的
。

在文献〔2 〕中将经典的 ) 0∃ 34 5 ,
. 64 7 和8 0

.6
0 。
定理归总称之为 ) 一. 一9 定 理

%

系 统

� 一∃� 的稳定性等价于保守力学系统

&父: 尤# 二 ; � 一 < �

的稳定性
。

当) + , �正定� 而 ∋ � , �半正定� 时
,

=6> 6? 提出若此时系统 � 一 � 渐近稳定
,

则

称阻尼为
“

充分阻尼
” 。

文献〔≅
、

Α 〕对这一情况进行了研究
。

对非陀螺系统

&父: ∋ 交: ) 二 ∀ ∗ �卜2 �

其 中& + ; ,
∋ 多 。 ,

) + ; ,

文献〔Β 〕给 出了渐近稳定判据 �即充分阻尼条件�
%

� 一 ≅ �
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秩

而文献〔# 〕对更一般 的力学系统 ∃ %一!& 在化为一阶系统后证明了渐近稳定判据
∋

% ( ) %年 ∗ 月收到
。
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二
、

渐近稳定性判据
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则可将 ∃ .一.& 式加以分解
,

得两个子系统
/
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它显然是正定的
,

求
; 沿 ∃ . 一 . & 的解的导数

,

得
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它仅仅是半负定的
。

为了证明 ∃ .一. & 或 ∃ .一∗ & 渐近稳定并寻求 渐 近 稳 定 判 据
,

采 用

> ? ≅?! !定理
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其中Ε 是常向量
—

积分常数
。
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按 Ρ ? Σ 至!七< Ο 一Τ ? 1 !Π 1 定理
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至 少 >
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,

>
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⋯刀
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的线性组合
,

因之 ∃ . 一 Μ Υ& 式中最多有 . ∃
Ο 一 6 & 个是独立的

。

当

秩 ς “ . ∃ Ο 一 6
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,
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时
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∃ .一( & 式只有零解
/ 元/

9 Χ ,

少一 Χ ,

即

1 / 一 Δ , Ξ / 二 Ψ ∃ .一 % %&

其中 Ψ 也是常向量
。

这时方程 ∃ .一 # & 化为

3
7

Ε Ζ 3
/

Ψ 二 Δ ,

3 5 Ε Ζ 3 声二 Χ

由于上方程组的 系数阵即3 满秩
,

因之 Ε 二 < ,

Ψ “ Δ 。 这正表明系统在条件 ∃ . 一%Δ & 下

只有零解
,

从而证明了式 ∃ . 一 % Δ& 是系统渐近稳定的充分条件
。

现证条件 ∃ . 一 % Δ& 也是必要 的
。

设系统渐近稳定但 ∃ . 一%。& 式不成立
。

这时必存在向

量 Τ [
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,
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,

而与假设矛 盾
,

必 要

性得证
。

部分阻尼系统的渐近稳定的充要条件
。

设系统

& 父: ∋ 义十 ( 交: ) Ρ ∀ ∗

厂∋
,

∗ 勺
其中 & + ,

,

一 ( 一 (
. ,

) + ; ,

刀 ∀ Χ Σ
,

∋
∗

+ , , % # ,
阵 ∋

。

之秩等于
Λ ,

其平
贬; ∗ Η

衡状态渐近稳定的充要条件为 �< 一  ;�
%

秩 ] ∀ < �
” 一 Λ

�

注  
Ε

阵 ] 共有 < Μ
5 一 Λ

� 列而文献〔! 〕中阵 � 一Β� 有 <5 列
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秩的判定得到简化
,
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其是当
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阵 ] 是通过系统 � 一∃� 的各系数阵的分块阵表示的
,
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定性的影响
。

Ε

注 2
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,

加在由 , ,

表示的子系统的完全阻尼 刀
。,

必然导致 气 � 7� Τ , ,

而只有
Ε

当条件 �<一 ;� 成立时
,

即存在某些陀螺力藕合及刚度藕合昧 才能使 二%
也渐近稳定

。

条

件 �< 一 ; � 也正是充分阻尼条件
。

注 ≅
Ε

通过坐标系的选择使&成为对角阵
,

将使判据简化
。

三
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一
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,
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可知系统渐近稳定
,

阻尼是充分的
,

结论的物理现象是显然的
。
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考虑图 < 所示的力学系统
。

图< 非充分阻尼力学系统
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这时非完 全阻 尼

是非充分的
,

可能 出现运动
/ Σ /

不动
, 。 ,

的运动和 明。

及Σ ‘

的运动是反向的谐振动
。

五
、

结 论

与古典力学系统不同
,

那里主要研究保守系统
,

而近代力学系统中常常引用人工阻尼

器
,

作为镇定的手段
。

引用较少数目的阻尼器以保证系统的渐近稳定性问题有一定的参考

意义
。

在分析部分阻尼的力学系统时
,

将系统的系数阵分块
,

可建立维数低的秩判据
,

也

便于分析系统的力学特征
。
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