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5.1 基于插值公式的数值积分

5.1.2 复化求积公式

5.1.1 数值求积公式及其代数精

5.2 Gauss型求积公式

5.2.1 Gauss型求积公式



由 Newton-Leibniz公式，连续函数 f(x)在 [a,b] 上的定积
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上述的积分就只能利用数值积分公式进行近似计
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数值求积公式公式（5-2）称为数值求积公
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我们可以采用不同的的近似值的方法得到下述数值求积公

称为左矩形数值求积公

称为右矩形数值求积公式；

称为中矩形数值求积公

称为梯形数值求积公式。
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在Newton-Cotes公式中，最常用的是 n=1, 2, 4时的三个公式，
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如果某个数值求积公式对比较多的函数能够准确成立，
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次代数精度的充要条件是它对m显然，一个数值求积公式具有

这是确定代数精度的最常用方法。
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当然也可以通过求积余项估计, 得到代数精度。以下先推

几个求积余项，进而指出n+1点Newton-Cotes公式的代数精度。
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一般的n+1点Newton-Cotes公式的求积余项，有如下定理：
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当 为偶数时，n
由于对n次多项式 f(x)，f(n+1)(x) ≡0 所以由上述定理可
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如果在每个子区间[xk,xk+1](k=0,1, …,n-1)上用梯形求积公式，
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求积公式称为复化Newton-Cotes公
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可得复化Simpson公式：
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下面推导这三种复化求积公式的余项估计。

设 f(x)∈C2[a, b]，由（5-11）得复化梯形公式的余项
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对于复化Cotes公式，

当n充分大时，
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在以上的讨论中，均假定了f(x)有一定的连续可微性。

但可以证明：只要f(x)在[a, b]上可积，则Tn, Sn,Cn均收敛到I(f )。
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（1）Taylor展开型数值微分公式

x-h, x和x+h上的函数值。 将f(x-h)和f(x+h)在x点Taylor展开：

由此可得

一阶向前微商

一阶向后微商

则一阶导数的近似公式：

假设已知函数f(x)在节点

5.1.3 数值微分公
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则一阶导数的近似公式：

两式相加，除以h2，得

二阶中心微商

则二阶导数的近似公式
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其中pn(x)是f(x)的以x0,x1,…,xn为插值节点的n次插值多项式。

对公式（5-22）的两端求一阶导数，得

(5-23)

（2）下面介绍插值型数值微分公式。 假设已知函数

在n+1个互异的节点

上的函数值 fi =f(xi)(i=0,1,…,n)，

f(x)
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)(xf ′若对任意x∈[a,b] ，取 )(xpn′的近似值为 ，则上式右

难以确定。 只有当x=xk(k=0,1,…，n)时，才有

的后两项即为截断误差，但其中

)(' kxf上式表明，在插值节点xk处， )('
kn xp的数值导数取为 时，

由于高次多项式插值的不稳定性，实际应用当中多采用

(5-24)

其截断误差

n=1,2,4的二点、三点和五点插值型求导公式。
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而带余项的三点公式：

在求一次导数，得一阶数值微分三点公式：
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利用Lagrange插值多项式导出的数值微分公式只能求节点上

的导数的近似值，为了求非节点处的数值导数，可利用三次样条

插值建立数值微分公式。

设节点xk=x0+kh (k=0,1,2,3,4)，f(4)(x)连续,  f(5)(x)存

则带余项的五点公式

三、五点公式
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本节介绍具有最高代数精度的数值求积公式，即Gauss型求

公式。 形如

插值型求积公式（并未要求取等距节点）的代数精度至少为n

5.2 Gauss型求积公式
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这样如果我们用代数精度最高原则，通过求解 阶22 +n

nxxx ,,, 10 L nAAA ,,, 10 L非线性方程组来确定所有 和 共

22 +n 12 +n个待定系数， 就可以构造出具有 次代数精度
的数值积分公式。
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如果形如（5-32）的求积公式具有代数精

12 +n 次，则称其为Gauss型求积公式，并称其中的求积节点

为Gauss点。

定义 5.2
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定理5.2 要使插值型求积公式
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