
4.34.3 三次样条插值三次样条插值

第4章 插值与逼近



样条节点，以x1, x2,…, xn为节点的m次样条函数的全体记为：

（1）在每个区间(-∞，x1]，[xj, xj+1]，( j=1,2,…,n-1)和

,: 21 +∞<<<<<−∞ nxxx LΔ

样条函数是一个重要的逼近工具，在插值、数值微分、曲

线拟合等方面有着广泛的应用。

4．3  三次样条插值

4.3.1 样条函数

[xn,+∞)上，s(x)是一个次数不超过m的实系数代数多项式；

（2）s(x)在对区间(-∞，+∞)上具有直至m-1阶的连续微商，

则称y=s(x)为对应于分割Δ的m次样条函数， x1,x2,…,xn 称为

Sm(x1,x2,…,xn)。

若分段函数s(x)满足条件：

定义4.3 对区间(-∞，+∞)的一个分割：



( )mx a +− =

max +− )(易见 是 Cm-1
(-∞,+∞) （表示(-∞,+∞)上m-1次连续

可微函数的集合）类的分段m次多项式。

( ) , ,mx a x a

m=1时，样条函数是分段线性函数； m=2时，是分段二次函数

下面介绍样条函数的表示方法。

m次样条函数比一般的m次分段插值多项式的光滑性好。显然,
引进截断多项式：
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max +− )( m次截断多项式



可以证明
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定理4.4 任意s(x)∈Sm(x1,x2,…,xn)均可唯一地表示为

x−∞ < < +∞ (4-31)

其中pm(x)∈Pm，cj(j=1,2,…,n)为实数。
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定理4.5 为使s(x)∈Sm(x1,x2,…,xn)，必须且只须存在pm(x)∈Pm

−∞ < +∞

和n个实数c1,c2,…,cn，使得
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由上面的定理可知，s(x)在两个相邻区间[xj-1 ,xj]和[xj ,xj+1]

( )m
j jc x x +− 。上的表达式只相差一项，

则Sm(x1 ,x2 ,…,xn)的一组基底函数应为：

因此函数空间Sm(x1,x2,…,xn)的维数为m+n+1。

(4-32)+ + +− − −L 。
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函数空间Sm(x1,x2,…,xn)的维数。由于
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又由样条函数在xj的性质:

( )mjj xxCxh −=)(从而必有 ，即
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记 h(x)=q(x)-p(x)∈Cm-1
[xj,xj+1]，则应有

其中p(x), q(x)均为m次多项式。

( ) ( )s x p x= ( ) ( )s x q x=
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现在证明样条函数的性质，设
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解 最直接的方法是利用定义验证，该方法需要计算函数

此处我们利用上面的在各个节点处的i阶左右导数(i=0,1,2)。
定理验证。 因为
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所以由上述定理可知该函数为三次样条函数。
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226 19 3 0x x x+ + ≤
是三次样条函数。
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例，设

是以0，1，2为节点的三次样条函数，则a= ,b= ,c= 。

解：1）由

比较1,x,x2,x3的系数，可得

2）由连续性，应有
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=+ ba从而，

由一阶导数连续性，应有

由二阶导数连续性，应有

即，

即，



有些实际问题中提出的插值问题，要求插值曲线具有较高

较好的收敛性和稳定性，而且其光滑性也较高，因此，样条函

的光滑性和几何光顺性，样条插值适用于这类问题。 例如，在

船体放样时，模线员用压铁压在样条（弹性均匀的窄木条）的

一批点上，强迫样条通过这组离散的型值点。 当样条取得合适

的形状后，再沿着样条画出所需的曲线。 在小挠度的情形下，

该曲线可以由三次样条函数表示。 由于样条函数插值不仅具有

数成为了重要的插值工具，其中应用较多的是三次样条插值。

4.3.2 三次样条插值及其收敛性
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设给定节点 a=x0＜x1＜…＜xn=b 及节点上的函数值 f(xi)=yi

3 1 2 1( ) ( , , , )ns x x x x −∈S L三次样条插值问题就是构造

使

(4-33)

插值问题：

三次样条插值问题实际上是一种特殊类型的分段三次多项式

1）它只在插值区间端点比Lagarnge多项式插值问题多两个边

界条件，但却在内点处有一阶、二阶连续的导函数，从而要比

Lagarnge插值更光滑。

2）分段Hermite三次多项式插值问题，只有被插值函数在所有

插值节点处的函数值和导数值都已知时才能使用，而且在内点处有

二阶导函数一般不连续。
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下面我们讨论三次样条插值多项式s3(x)的构造。

一般来讲，构造三次样条插值多项式s3(x) ，若用待定系数法，

其中 ai, bi, ci, di 为待定系数，共有4n个。按定义s3(x)应满足：

可写成

（1）插值条件n+1个：

连续性条件n-1个：

（2）在内点一阶导数连续性条件n-1个：

（3）在内点二阶导数连续性条件n-1个：

共计个4n-2条件，因此要确定4n个系数，尚需要另外附加2个条件。
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通常有如下三种类型的附加条件，称为边界条件：

第一种：固支条件（第一类边界条件）

( ) ( )n nS x f x

第二种： 特别地，

称为自然边界条件；

已知 f(x0)=f(xn) 确定的周期函数。

′ ′=

第三种：周期条件

( ) ( ) ,n nS x f x′′ ′′=
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例，已知 f(-1)=1,f(0)=0,f(1)=1,求 f(x)在区间[-1,1]上的

三次自然样条插值多项式。

且

解：这里n=2区间[-1,1]分成两个子区间，故设
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由插值条件和连续性条件：

由在内点一阶、二阶导数连续性条件：

以及由自然边界条件：

得到如下8×8阶线性方程组：
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解之，

0 1 0 1 0c c b b= = = = 。

( )S x =

待定系数法过于繁琐，当n充分大时，计算量过大，不实用。

则 f(x)在区间[-1,1]上的三次自然样条插值多项式为：
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下面我们介绍一种构造三次样条（3-Spline）插值多项式的

三转角方程构造法。此方法的特点是：只需求解一个不超过n+1

设阶线性方程组，而且力学意义明显。

因为s(x)在每一个子区间[xk , xk+1]上都是三次多项式，因此，

当x∈[xk ,xk+1]时，

= L 1 ( 0,1, , 1)k k kh x x k n+= − = −L

在[x0, xn]上可以将s(x)表示成分段两点三次Hermite插值多项式。

由4.2中的例6，
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(4-35)

因此，求s(x)的关键在于确定n+1个常数m0, m1, …, mn。

为此，对s(x)求二阶导数，得

(4-36)
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在（4-36）中以k-1取代k，便得s(x)在[xk-1,xk]上的表达式，并求得
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得由



本节我们考虑下面三类边界条件。
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−+用 除等式两端，并化简所得方程，得到基本方程组

方程组（4-40）中含n-1个方程、n+1个未知数m0,m1,…,mn。

其中
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为了解出mk(k=0,1,…,n)，还应补充两个方程。因此，我们通

过在插值条件（4-33）上再附加两个边界条件来解决这个问题。
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于是只需求解n-1阶线性方程组
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得出m1, m2, …, mn-1。
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二、第二类边界条件是 (4-45)

从而边界方程可表示为并与（4-40）联立即得所需方程组：
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由（4-37），（4-38）边界条件可得
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于是只需求解n+1阶线性方程组
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解得m0, m2, …, mn。

其中g1, g2, …, gn-1 如（4-41）定义，而
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由（4-37）和（4-38）得

设 f(x)是以xn-x0为一个周期的函数，这时s(x)也应以xn-x0

三、第三类边界条件是周期性条件

于是s(x)在端点处满足条件为周期。

从而得m0=mn，所以
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简写为

将（4-51）与（4-40）联立，并用mn取代m0，得n阶线性方程组

(4-50)

其中
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得出m1, m2, …, mn。
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注意到，不论采用哪类边界条件，所得方程组的系数矩阵（见
（4-44）、（4-47）和（4-52））都是严格对角占优阵，所以非奇
异，故方程组有唯一解。
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例，给定插值条件
-1 0 1

1 0 1

用三转角方程构造法求 f(x)的三次自然样条插值多项式。

解：由（4-40）和（4-46）可得三转角方程：

其中 从而

解之，

代入（4-35），得
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即满足给定插值条件的 f(x)的三次自然样条插值多项式为：
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( )s x =

例2 给定插值条件 0 1 2 3

0 0 0 0

以及第一类边界条件m0=1,m3=0,求三次样条插值函数。

所求方程组为

即 再由m0=1,m3=0,解得

代入（4-35），得

解
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h x x+≤ ≤ −
= −

定理4.6 设f(x)∈C2[a,b]，s(x)是以a=x0<x1<…<xn=b为节点，

满足三种边界条件中的任何一种的三次样条插值函数，记

上述结果表明，三次样条插值的逼近效果较好。

下面的定理说明了三次样条插值函数的收敛性。

( )f x′ 。收敛于f(x)和

)(xs′ 在[a,b]上分别一致则当h→0时，s(x)和


