
第3章 逐次逼近法

求解线性方程组的迭代解法



本章主要介绍求解线性方程组、非线性方程

之

迭代解法



3.1  解线性方程组的迭代法
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前面已经介绍了用直接法求解线性方程组：
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其中

在用直接法求解的过程中，我们发现系数矩阵A在不断

变动，如果A的阶数较大时，占用计算机的内存就很大，而

且程序较复杂，对程序设计的技巧要求也较高。

因此，我们希望找到一种在求解过程中系数矩阵不变,

且程序设计又不复杂的求解方法，这种方法就是迭代法。
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使用迭代法求解（3-1）时，首先要将它变形，变成如下形

状的等价方程组

（3-2）

迭代法。
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即（3-1）的解是（3-2）的解，反之，（3-2）的解也是

（3-1）的解。

（3-2）中的矩阵B称为迭代矩阵。

用不同的方法构造（3-2）就可得到不同的

即



如果已导出（3-1）的等价方程组（3-2）后，计算（3-1）
的解就变成求序列的极限。
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通常称使用（3-3）式求解的方法为迭代法，也称迭代过

程或迭代格式。
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称该迭代法收敛，否则称迭代法发散。
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其中

其一般形式为

（3-3）



即为方程组（3-2）的解，从而也是（3-1）的解。
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简单迭代法也称基本迭代法，有些迭代法可以通过对基本迭

代法的加速或变形而得到。设线性方程组的一般形式为
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3.1.1 简单迭代法
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其中矩阵A=(aij)n×n为非奇异，且aii≠0 (i=1, 2, …, n)。
对上式移项和变形后可得等价的方程组：
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迭代法（3-5）或（3-6）称为Jacobi迭代法。

（3-6）
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Jacobi迭代法（3-5）可作如下改进。

在Jacobi迭代过程中，对已经算出来的信息未加充
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（3-9）
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称为Gauss-Seidel迭代法。

将迭代格式可写成如下的分量形式，即
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则

下面考察Jacobi迭代法和Gauss-Seidel迭代法的

收敛性。
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则其矩阵的表示形式为：

观察Jacobi迭代法
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则Jacobi迭代法可写成为：
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将Gauss-Seidel公式改写成
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① 如何判断迭代过程是否收敛呢？

② 迭代格式收敛的充要条件、充分条件是什么？

③ 决定迭代收敛速度的因素是什么？

迭代法的收敛性

我们要考虑如下问题：
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则只需求， ( )( ) 。0det =λC
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ρ = = <JB ，故Jacobi迭代法收敛。

例 设线性方程组Ax=b,其中

问使用Jacobi法和G-S法求解是否收敛。

则

（1）Jacobi迭代法的迭代矩阵为:

得
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得

（2）设G-S迭代法的迭代矩阵BG，由

即

( ) ( )( )1det ( ) det 0λ−= − ⋅ − =D L D - L U

3 2 212 8 3λ λ λ= − −

2 (12 11) 0λ λ= − =

故G-S迭代法收敛。
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例4 设线性方程组

, 其中

问使用Jacobi法和G-S法求解是否收敛。



（1）求Jacobi迭代法的迭代矩阵

     
)(1 =+= − ULDBJ

则

( ) =− JBIλdet

即 10)( <=Bρ ，故Jacobi迭代法收敛。
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（2）求G-S迭代法的迭代矩阵BG，由

( )( )UL-D −λdet

333231
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12)( >=GBρ进一步得 ，故G-S迭代法发散。
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对于某些特殊的方程组，从方程组

本身就可判定其收敛性。不必求迭代

矩阵的特征值或范数。



≥|| iia

定义3.1 如果矩阵A=(aij)n×n的元素满足不等式

（3-14）

则称矩阵A为对角占优阵，如果（3-14）中严格不

0)det( ≠A
可以证明严格对角占优阵A为非奇异矩阵，即

等式成立，称矩阵A为严格对角占优阵。
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对角占优矩阵 严格对角占优矩阵



bAx =
（充分性条件）若线性方程组

中的A为严格对角占优阵，则Jacobi法和

Gauss-Seidel 法均收敛。

定理3.4



THE END



Jacobi出生在德国 Potsdam一个犹太家庭，卒于柏林。

他对数学主要的贡献是在椭圆函数及椭圆积分上，并把这些理

论应用在数论上而得到很好的结果。

　　 Jacobi很具有数学天份。他从欧拉及Lagrange 的著作中学习代

数及微积分，并被吸引到数论的领域。他处理代数问题的手腕只有

Euler可以相提并论。

年轻的时候，Jacobi 有许多发现都跟Gauss的结果重迭。高斯很看重Jacobi，

1849年45岁的时候，除了Gauss之外，Jacobi 已经是欧洲最有名的数学家了。

1834年Jacobi证明：如果一个单变量单值函数有两个周期，则其比值为虚数。

Jacobi在一阶偏微分方程的研究中做出了许多工作，并把他们应用到了微分动态方

程中。他还研究了函数的判定，发现了函数判定的Jacobi行列式（Jacobian）。他证明

：如果n个自变量为n个的函数是相关的，那么其Jacobian恒为0，如果是独立的，那么

Jacobian不恒为0。

他在数学物理上也有建树，在量子力学中他的 Hamilton-Jacobi方程扮演了一个革

命性的角色。

1851年1月 Jacobi感染了流感，后来又感染了天花病毒。几天后的1851年2月18日

，Jacobi因天花而死去。享年47岁！

Carl Jacobi 雅各比 (1804.12.10－1851.2.18)
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