
抛物型方程的差分法

第5章



抛物型方程有限差分法

椭圆方程描述的状态是不随时间t改变，即与t无关。

下面我们着重讨论求解非驻定问题的差分法。

1.2 抛物方程有限差分法

本章开始我们要讨论与时间t有关的非驻定问题，如抛物方程、

电位能量等，这类问题就称为驻定问题。

有些驻定问题可以看成某一非驻定问题，当 t→∞

的渐进状态，即只关心最终状态，而不关心瞬间状态和中间过程。

对于非驻定问题恰恰是瞬间状态有物理意义，需要我们求解，

这就是驻定问题与非驻定问题之间的联系与区别。

如温度、

双曲型方程。



1.2 简单差分法
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其中a为常数。f(x)是给定的连续函数。

第一,初值问题(Cauchy 问题):求具有所需次数偏微商的函数

U(t,x)满足方程（1.1）和初始条件：

( ) ( )xxu ϕ=0, ∞<<∞− x （1.2）

第二,边值问题(也称混合问题):求具有所需次数偏微商的函数

满足方程（1.1）和初始条件：

( ) 11 .3( ) ( )xxu ϕ=0, ∞<<∞− x

,  

( )23.1( ) ( ) 0,,0 == tlutu Tt ≤≤0

，

及边值条件

考虑一维模型的热传导方程

(1.1)的定解问题分两类：
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并且于(0,0),(l,0)点满足

现在考虑边值问题（1.1），（1.3）的差分逼近

这样上述问题有唯一充分光滑解。相容条件。

取 为时间步长，其中N,M是自然数。为空间步长，

jhxx j == ( )0,1, , ,j N= L τkyy k == ( )Mk ,,1,0 L=

, 

, 

将矩形域 G { }Ttlx ≤≤≤≤= 0;0 其中(xi,yj) 

表示网格节点；

Gh表示网格内点（位于开矩形 G 中的网格节点）的集合；

表示位于闭矩形hG G 中的网格节点的集合；

网格界点的集合；Gh表示 h h−G G

表示定义在网点(xj,tk)处的函数。k
ju

( ) ( ) ，在相应的区域光滑和假定 xxf ϕ

分割成矩形网格。



注意到，在节点(xj,tk)处的微商和差商之间的下列关系：
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( )1 11 2j j j jru r u ru fτ+ −+ − + +

可得到以下几种最简差分格式

(一）向前差分格式

( )14.1jf+ ( )( )j jf f x=

( )24.1
0
ju 0

k k
Nu u=

1, , 1 ,j N= −L 1,,1,0 −= Mk L

取 为网比，则进一步有2h
ar τ

=
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此差分格式是按层计算：
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首先，取k=0, 则有

j ju u+ −
τ

= 1 12k k k
j j ju u u+ −− +

2h
a

( ) ,j jxϕ ϕ= =

ju = 01

( )1 11 2k k k
j j j jru r u ru fτ+ −+ − + +

00



( )kj,

利用初值 ( )0 ,j j ju xϕ ϕ= = 0 0
0 ,Nu u=和边值 可算出第一层的

1 ,ju 1, , 1j N= −L 。 再由 ( ) 14.1 ′ 取k=1，再利用
1 ,ju 1 1

0 ,Nu u=
可算出第二层的 2 ,ju 0,1, , 1j N= −L 。

如此下去，即可逐层算出所有

,k
ju 1, , 1j N= −L 。1,,1,0 −= Mk L

由于第(k+1)层值可以通过第(k)层值直接表示,如此的格式成为

显格式。

第(k+1)层点和第(k)层点的分布图为：

o• •
•

表示以此点为基列出的差分方程；

表示差分格式中用到的点。•

o ( )1,j k− ( )1,j k+

( ), 1j k +



若记
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事实上，注意到
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(二）向后差分格式
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此差分格式是按层计
算：

首先，取k=0,利用初值 ( )0 ,j j ju xϕ ϕ= = 0 0
0 Nu u=和边值

k
j ju fτ+

确定出第一层的 1 ,ju 1, , 1j N= −L 。

( )1 1 1
1 11 2j j jru r u ru+ −− + + − =

即求解方程组：

0
j ju fτ+



再由 ( ) 14.1 ′ 取k=1，可利用
1 ,ju 可算出第二层的

2 ,ju 0,1, , 1j N= −L 。

如此下去，即可逐层算出所有

,k
ju 1, , 1j N= −L 。1,,1,0 −= Mk L

第(k+1)层点和第(k)层点的分布图为：

o
• ••

表示以此点为基列出的差分方程；

表示差分格式中用到的点。•
o

( )kj,

如此每层必须解一个三对角线性方程组的格式称为隐格
式。

为u(xj,tk)的近似值。,k
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直观地说，采用显式格式进行求解既方便又省工作量。

后面我们将看到，有些情况用隐式格式更为便利。

但是，



(三）Grank-Nicholson差分格式
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称之为六点对称格式，也称为Grank-Nicholson格式：

将向前差分格式和向后差分格式做算术平均，得到的差分格式
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再由 ( ) 1
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取k=1，可利用
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如此下去，即可逐层算出所有
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第(k+1)层点和第(k)层点的分布图为：
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注意：
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（四）Richardson格式
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这是三层显式差分格式，它联系的网点如图所示。

显然截断误差的阶为

为使计算能够逐层进行，除初值 外，还要用到

用其他双层格式提供。
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Richardson格式的矩阵形式为：
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我们着重介绍了以上四种差分格式（还可以作出许多逼近

（1.1）（1.3）的差分格式）衡量一种差分格式是否经济实用，

由多方面因素决定。

=C 2r−

1 1 ,k k k τ+ −= + +u Cu u f
0 ϕ=u
1−u 另算

1, , 1k M= −L



显格式无需解方程组，计算较隐格式简单；隐格式需解与k

主要有

1.计算简单

无关的方程组。

当固定r,h→0,应有差分解

2.收敛性和收敛速度

( )kj
k
j yxuu ,→ 并希望尽可能快；

截断误差反映 LLh → 着的逼近程度，阶越高，差分解精度越高。

Grank-Nicholson和Richardson格式看起来是占优势的。

不仅对控制误差增长是重要的，而且

3.稳定性

收敛性理论在数值求解非驻定问题中占有中心

地位。

和收敛性紧密相关；

只有稳定的格式才能用。



j 
k -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 e 0 0 0 0

1 0 0 0 e -2e e 0 0 0

2 0 0 e -4e 7e -4e e 0 0

3 0 e -6e 17e -24e 17e e e 0

4 e -8e 31e -68e 89e -68e 31e -8e e

5 -10e -8e -114e 273e -388e 273e -114e 49e -10e

6 71e -260e 641e -1096e 1311e -1096e 641e -260e 71e

表1 r=1/2时 Richardson格式的误差传播

表中的计算虽然是就r=1/2进行的，实际上对任何r＞0都有类似

现象，所以Richardson格式绝对不稳定。



j 
k -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 e 0 0 0 0

1 0 0 0 0.5e 0 0.5e 0 0 0

2 0 0 0.25e 0 0.5e 0 0.25e 0 0

3 0 0.125e 0 0.375e 0 0.375e 0 0.125e 0

4 0.0625e 0 0.25e 0 0.375e 0 0.25e 0 0.0625e

表2 r=1/2时 向前差分格式的误差传播

若限制0＜r≤1/2，则误差仍然衰减；但当r＞1/2时，误差无限

增长，所以向前差分格式条件稳定。



通过前一节引进的二层差分格式，均可以用矩阵和向量的记号

§2 稳定性、收敛性

2.1稳定性的概念

表示成
FBUAU τ+=+ kk 1 （2.1）

其中 ( )1 2 1, , , ,
Tk k k k

Nu u u −= LU ( ) ( ) ( )( )1 2 1, , ,
T

Nf x f x f x −= LF

(N-1) ×(N-1)阶。

假设A可逆，并令

BAC -1= （2.2）

则（2.1）可写成向量形式

, A,B是

FACUU -1τ+=+ kk 1
（2.3）



在向前差分格式
中：

=A I , ( )1 2r r= = +C B I s-

其中 0 1 0 0
1 0 1
0 0

1 0 1
0 0 1 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

L

O M

O O O

M O

L

（2.4）

在向后差分格式中：

( )r r= −1+2A I s , =B I , ( ) 1
r r

−
= −⎡ ⎤⎣ ⎦1+2C I s

=s



在Crank-Nicholson格式中：

( )1
2
rr= + −A I s , ( )1

2
rr= − +B I s ,

( )
1

1
2
rr

−
⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦

C I s ( )1
2
rr⎡ ⎤− +⎢ ⎥⎣ ⎦

I s

其矩阵形式为：

在三层Richardson格式中

( )1 12 2 2k k kr τ+ −= − + +U s I U U F （2.5）

我们将其化成二层格式，令 ( )1, ,
Tk k k−=W U U 则（2.5）可写成

FCWW τ21 +=+ kk
（2.6）

其中

=C ( )2 2r⎛ − ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

s I I
I 0



下面仅限于讨论系数及右端与时间t无关的线性抛物型方程，

即（2.1）中的A、B和F均不依赖于k，但是A,B依赖于步长h,t。

是连续函数
ah
r
τ⎛ ⎞

=⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

。那么，

( ) ,τ=A A ( ) ,τ=B B ( )τ= 。C C

①先讨论按初值稳定。此时F=0
1k+ =U （2.8）

※ 差分格式(2.1)按初值稳定，

使不等式

（2.9）

这里‖·‖是RN-1中的某一种

范数。

一般取 =U

( ) ( ) 。00, == ggh τ记 ( )τg其中

，0K00 >> 和常数若存在 τ

，Tk ≤<≤< τττ 00 0 和对一切

≤=1k+U ( ) 1k
τ

+
⎡ ⎤⎣ ⎦C K 0U0U

( )τC = =L ( ) 1k
τ

+
⎡ ⎤⎣ ⎦C 0UkU

1

1

N

i

−

=
∑ 2

jhu



显然差分格式（2.1）按初值稳定，当且仅当

,k K≤C
00 ,τ τ< ≤ 0 k Tτ< ≤ 。

②再讨论按右端稳定。此时认为初值没有误差，即U0=0

※ 差分格式(2.1)按右端稳定，

使不等式 FU Kk ≤+1

其中Uk是下列方程的解。

( )1k kτ τ+ = + -1U C U A F , 0U =0
（2.11）

反复利用递推公式（2.11），得
1k+ =U

( )3 τ= C
==L
( )1 0k τ+C U

，0K00 >> 和常数若存在 τ

，Tk ≤<≤< τττ 00 0 和对一切

( )τC τ+ -1A F( ) 1kτ τ− + -1C U A F

( )τ τ+ -1C A F

( )

( )2τ τ -1C A F τ+ -1A F

+

2k−U +

-1A F( ) ( )1k kτ τ−+ + +LC C Iτ=

( )τC τ+ -1A F( )τC= 2k τ− + -1U A F τ+ -1A F( )τC



设
1 ,K− ′≤A 又差分格式按初值稳定，即存在常数K ′′ 使得

,k K ′′≤C 则
1k+ ≤U

其中 ,K TK K′ ′′= 即差分格式按右端稳定。

总之，若 K ′≤−1A 则由格式按初值稳定，可以推出它按右端

稳定。 为检验格式按初值稳定，需检验不等式（2.10），即矩阵

( ):k τC 00 ,τ τ< ≤ Tk ≤< τ0
一致有界。

下面我们所说的稳定，均指的是按初值稳定。

检验格式按初值稳定，需检验矩阵族

一致有界。

( ) ( )max ,ii
ρ λ=A A ( ) ( )2

,H Hρ ρ= =A A A AA ( )ρ ≤A A

注意到，一些熟知的结论

( ):k τC 00 ,τ τ< ≤ Tk ≤< τ0

( )1k K Kτ ′ ′′+ ⋅ ⋅ F K= F



要判断（2.12）一致有界往往是困难的，只有特殊情形才能

2．2 判断稳定性的直接法

给出解答。

命题1（必要条件）

的常数M，

( )( )ρ τC ( )( ) ( )( )1 Oρ τ τ≤ +C （2.13）

证明：由差分格式稳定，则（2.10）成立，从而

( )( )kρ τ =C 0 ,Tk
τ

< ≤ 00 τ τ< ≤ 。

不妨设，K＞1, 则

( )( )
1
kKρ τ ≤C

22ln ln1
2!

K K
T T

ττ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

L

( )1 O τ= +

ln K
Te
τ

=

差分格式稳定的必要条件是存在与 无关τ
使得矩阵 的谱半径满足( )τC

1 Mτ≤ +

( )( )ρ τ ≤kC ( ) Kτ ≤kC

k =

并取 k= τ
T

TK
τ

≤



命题2（充分条件）

差分格式稳定的充分条件。

Hermit阵AH=A；实对称阵AT=A；
斜Hermit阵AH=-A; 实反对称阵AT=-A ；

酉阵AHA=AAH=I ；实正交阵ATA=AAT=I 。

( ) ( )( )2
τ ρ τ= 。C C

由（2.13） ( ) ( )
22

k
τ τ≤kC C

( )
1

1 MT
MM ττ ⋅= + ≤

推论（充要条件）若s是对称矩阵，C(t)是矩阵s的实系数

有理函数：

( )max 1jj
R Mμ τ≤ +s

其中 是s的特征值。
s
jμ

2 22

H= =A URU R

正规矩阵:AHA=AAH 。

( ) ( )1 1
TkM M ττ τ+ ≤ +

证明：

若 是正规矩阵，( )τC 则（2.13）也是

由于 是正规矩阵，则( )τC

由Shur定理 ( )2ρ A ( )ρ= 。A( )Hρ R R= =

MTe K= < +∞

( )( )kρ τ= ≤C

则差分格式稳定的充要条件是：( ) ( ) ,SRC =τ



注意，

0 1 0 0
1 0 1
0 0

1 0 1
0 0 1 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

L

O M

O O O

M O

L

的特征值为： s
jμ 2cos ,j hπ=

1,,1 −= Nj L
N

h 1
=

特征向量 ju ( )Tj
N

jj uuu 121 ,,, −= L 的分量 sin ,j
ku jk hπ= 1,,1 −= Nk L

事实上，由定义 j j jμ= ssu u 即

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0100
101
00

101
0010

L

OM

OOO

MO

L

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
j
N

j
N

j

j

u
u

u
u

1

2

2

1

M jμ=
s

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
j
N

j
N

j

j

u
u

u
u

1

2

2

1

M

=s



得齐次差分方程：

1 1 0 ,j j j
k j k ku u uμ+ −− + =s 1, , 1 ,k N= −L 00 == j

N
j uu

; 

相应的特征方程： 012 =+− λμλ s
j ，解之，得

cos sin ,iλ θ θ= +
( )

2
4 2ss

jj i μμ
λ

−+
=

cos sin ,iλ θ θ= −( )
2
4 2ss

jj i μμ
λ

−−
=

故得 s
jμ 2cos ,θ= 1,,1 −= Nj L ( )2cosjμ λ λ θ= + =s

齐次差分方程的通解为： θθ kckcu j
k sincos 21 += 1,,1 −= Nk L

再由定解条件 00 == j
N

j uu θθ 0sin0cos 210 ccu j += ⇒ 01 =c

θNcu j
N sin2= 0sin =θN N jθ π= j j h

N
πθ π= =

,

⇒ ⇒ ⇒

sin ,j
ku kj hπ=

即

进而矩阵s特征值和特征向量为：

s
jμ 2cos ,j hπ= 1,,1 −= Nj L

N
h 1
=

注意（r=1）

sin ,j
ku jk hπ=



例1 在向前差分格式中, ( )1 2r= +C I s ,- 则

c
jλ ( ) rr +−= 21 s

jμ ( ) rr 221 +−= hjπcos ( )1 2 1 cosr j hπ= − −
21 4 sin

2
j hr π

= −

若使 21 4 sin 1
2

j hr Mπ τ− ≤ + ，则只需 1 Mτ− − ≤

即 24 sin 2
2

j hr Mπ τ≤ + ， 1, , 1j N= −L ，
1h
N

= 。从而当 4 2r ≤ ，

格式不稳定。

讨论 Uk+1=C(t)Uk+tA-1F 稳定性的矩阵分析法：

矩阵族 ( ):k τC 00 ,τ τ< ≤ Tk ≤< τ0 一致有界。

( )( ) ( )1 Oρ τ τ≤ +C
必要条件—C(t)为一般矩阵

充要条件—C(t)为正规矩阵

21 4 sin
2

j hr π
− 1 Mτ≤ +

2
1

≤r 时，向前差分格式稳定；即 时，向前差分2
1

>r当

向前差分格式条件稳定



例2 在向后差分格式中, ( ) 1
1+ 2 2r

−
= +⎡ ⎤⎣ ⎦C I s , 则

c
jλ ( )[ ] 1cos221 −−+= hjrr π ( )[ ] 1cos121 −−+= hjr π 1≤

故对任何r＞0稳定，即向后差分格式绝对稳定。

例3 在六点对称差分格式中,

( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+=

−

sIsIC
22

1 rr-1rr1

则

c
jλ

( )[ ]
( )[ ]hjrr

hjrr
π
π

cos1
cos1

−+
+−

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−

=

2
sin211

2
sin211

2

2

hjrr

hjrr

π

π

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=

2
sin21

2
sin21

2

2

hj

hjr

π

π

1,,1 −= Nj L

故对任何r＞0六点对称差分格式稳定，即绝对稳定。



例4 在Richarson差分格式中,

( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

0I
IIs

C
22r

为对称矩阵。 设l为C的特征值，w=(w1,w2)
T。则应有

( ) 1 2 12 2r ω ω λω− + =s I

1 2ω λω=
λ=Cω ω

或

显然w2≠0, （否则，必有 w1=0)。由第二式中消去w1得

( ) 2
2

2222 ωλωλω =+− Isr 2
2

222 42 ωλωλωωλ =+− rr s或

进一步

( )2
2 2

1 4 1
2

r
r

ω λ λ ω
λ

= + −s



即 μ hjπcos2= 1 12
2 2r r

λ
λ

= + − 为s的特征值。于是，有

( ) 01cos142 =−−+ λπλ hjr

01
2

sin8 22 =−+ λπλ hjr

，

其根的按模最大值

( )1 2max ,j j

j
λ λ 1

2
sin16

2
sin4max 422 ++=

hjrhjr
j

ππ

h充分小时，有(j=N-1) 

( ) ( )1 1 1sin sin sin
2 2 2 2

N h N
N N

π ππ π
− − ⎛ ⎞= = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
2 1sin ,

2 4
j hπ

> 4 1sin ,
2 16

j hπ
>

，

则， 从而有

>= −1
2,1

Nλ 112 >++ rr( )1 2max ,j j

j
λ λ 故对任何r＞0。

即Richarson差分格式绝对不稳定。

1cos
2 2
hπ

= >



2．3 收敛性和敛速估计

考虑热传导方程的边值问题：

⎧
⎨
⎩

相应的差分格式为：

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

===
−=−==

0,
1,,2,1,1,,2,1,

0
0 k

N
k

jj

j
k
jh

uuu
MkNjfuL

ϕ
LL

（2.14）

（2.15）

其矩阵形式为： ( ) FAUCU 11 −+ += ττ kk
（2.16）

格式的截断误差: ( ) ( ) [ ]kjkjh
k
j LutxuLuR −= , ( )qp hO += τ （2.17）

u(x,t)是0＜x＜l，0＜t≤T上的任一充分光滑函数。

( )
2

2 , 0 , 0u uLu a f x x l t T
t x

∂ ∂
= − = < < < ≤
∂ ∂

( ) ( ) ( ) ( ), 0 , 0, 0 0, 0u x x u u lϕ= = =



相容性

考虑偏微分方程（2.14）与其相应的差分近似（2.15）之间

的相容性。 首先给出逐点相容的定义。

定义 差分近格式（2.15）与偏微分方程（2.14）在点处是

逐点相容的，若对任何光滑函数u(x,t)，当h,t→0且

上式常用来检验格式的逐点相容性，下面给出的是更强的相容性

定义，即模相容的定义。

( ) ( ) ( )txkjhtx kj ,,, →= τ

( ) ( )[ ] 0,, →−−− jkjh
k
j ftxuLfLu τ ( )[ ] 0,, →− jkjh ftxuL τ即

称算子Lh是边值问题（2.14）的相容逼近，如果相容条件

0lim
0

=
→

kR
τ

( )( )1ok =R （2.18）

其中Rk是以 为分量的向量。( )uRk
j ‖·‖是RN-1中的范数。成立。



模相容性是指使向量 Rk是以 为分量的所有分量以一种( )uRk
j

一致的方式收敛到零。若逐点相容性用于此，则等价于当h,t→0 

时， ( ) 0k
jR u → 。因此，两种定义的差别在于Rk收敛到零是分量还是

向量方式。 差分格式的阶是根据Rk收敛到零的阶定义的。

容易看到，假如格式是(p,q)(p,q≥1)阶的，则它是一个相容

的格式，另外，假如格式是(模)相容或(p,q)阶的，则格式是逐点

相容的。

定理1（Lax收敛性定理）若差分方程满足相容条件，且按初值

稳定，则差分解收敛到热传导方程的解，且有估计式

kRE ⋅≤ Kk

证明：先对差分解作出某种估计

将（2.15）的解分解为：
k
j

k
j

k
j wvu +=

非齐右端方程：

其中
k
jv 满足零初值和



( )1 1k kτ τ+ −= +V C V A F ( )00 =V

( )1 2 1, , , ,
Tk k k

Nv v v −= LkV ( )1 2 1, , ,
Tk k k

Nw w w −= L 。kW其中

若差分格式按初值稳定,则亦按右端稳定,于是，有常数K1、K2

使得
FV 1Kk ≤ 0UW 2Kk ≤

这样

( )0UFWVWVU +⋅≤+≤+= Kkkkkk ( )21,max KKK =

设u(x,t)是（2.14）的解， 是（2.15）的解。
k
ju 令

( ),k k
j j k je u x t u= − [ ]k k

jj
u u= −

则

( ) [ ] [ ]kjk
jh

k
j LuuLuR −= [ ] j

k
jh fuL −= [ ] k

jh
k
jh uLuL −=

[ ]( )k k
h jj

L u u= −
k

h jL e=



则误差 满足差分方程
k
je

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
−==

0
1,,2,1,

0
j

k
j

k
jh

e
NjuReL L

其向量形式为： ( ) kkk RAECE 11 −+ += ττ

这里 ( )1 2 1, , , ,
Tk k k

Ne e e −= LkE ( )1 2 1, , ,
Tk k k

NR R R −= L 。kR

k k k≤ + ≤E V W

,k k k= +E V W 其中 V0=0,W0=E0=0。 从而

由（2.19）可得
kRE ⋅≤ Kk

（2.20）

若相容条件（2.18）成立，则 0limlim
00

==−
→→

kkk EUu
ττ

( ) ( ) ( )( )1 2 1, , , , , , ,
T

k k N ku x t u x t u x t−= Lku
其中

( )1 2 1, , ,
Tk k k k

Nu u u −= L 。U

( )0kK ⋅ + =R E kK R



注意在相容性和稳定性中使用的范数应是一样的，而且收敛性

也是关于该范数给出。 因此，根据Lax等价定理有如下的结论：

推论 当网比r≤1/2时，向前差分格式的解有收敛阶O(t+h2) 

故对任何r＞0, 向后差分格式的解有收敛阶O(t+h2) 

六点对称格式的解有收敛阶O(t2+h2) 



THE END


