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基于非线性输入控制实现受扰混沌系统同步
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　　摘　要：针对一类受扰混沌系统的同步控制，采用具有扇区非线性输入的自适应滑膜变结构控制器，设计了

相应的控制律和自适应律。在该控制器的作用下，实现了驱动系统和响应系统的同步控制，且不受扇区非线性输

入、参数失配及外部干扰的影响，具有有很强的鲁棒性。所设计的控制策略简单，易于实现，而且没有强加在系统

上的限制条件，因此应用范围较广。理论分析和数值仿真证明了该方法的有效性。
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０　引　言

　　自２０世纪９０年代Ｐｅｃｏｒａ和Ｃａｒｒｏｌｌ利用驱动响应

法［１］实现混沌同步以来，国内外掀起了研究混沌同步问题

的热潮。目前，已提出了多种实现混沌同步的方法，例如驱

动响应同步法
［１］、自适应同步法［２４］、脉冲同步法［５６］、观测

器同步法［７８］和滑膜变结构同步法［７９］等。上述同步方法讨

论的多为两个同结构确定混沌系统在不同初值时的同步，

且其控制输入一般为线性的，然而实际物理过程中却含有

一些不光滑的非线性环节，如摩擦、死区、饱和、间隙等。这

种非线性的影响在实现过程中往往是不可忽略的，它的存

在降低了系统的性能，甚至使系统出现不稳定的特征，因此

研究非线性控制输入更接近工程实际［１０］。文献［７］用自适

应变结构观测器方法实现了一类具有扇区非线性输入的混

沌系统的同步，但同步的系统需要满足两个假设条件：非线

性系统的参数矩阵要求是Ｂｒｕｎｏｗｓｋｙ矩阵；非线性函数需

满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件。文献［９］用自适应滑膜控制实现了一

类受扰混沌系统的同步，设计的控制输入为线性的，然而由

于物理的限制，控制输入中存在非线性，这可能导致系统性

能严重下降，降低响应速度，而且如果控制器设计得不够

好，还可能引起对原始行为律的混沌干扰［１１］。

本文在文献［７，９］的基础上，研究了具有扇区非线性输

入的一类受扰且参数失配混沌系统的同步，给出了用于实现

此类混沌系统同步的自适应变结构控制策略和自适应律，没

有强加的假设条件，因此应用范围较广。通过对文献［１２］提

出的四维自治系统的仿真研究，验证了该方法的有效性。

１　系统描述

考虑狀维混沌系统

狓
·

＝犉（狓，狆） （１）
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式中，狓＝（狓１，狓２，…，狓狀）
Ｔ
∈犚

狀 和犉（狓，狆）＝（犉１（狓，狆），

犉２（狓，狆），…，犉狀（狓，狆））
Ｔ
∈犚

狀 分别为系统（１）的状态向量

和非线性函数，且

犉犻（狓，狆）＝犳犻（狓）＋∑
犿

犼＝１

狆犻犼犵犻犼（狓），犻＝１，２，…，狀 （２）

式中，犳犻（狓）和犵犻犼（狓）为非线性函数，狆犻犼∈犚
狀犿（犻＝１，２，…，

狀；犼＝１，２，…，犿）为混沌系统（１）的未知参数。

将系统（１）看作驱动系统，考虑外界扰动，响应系统为

狔
·

＝犉（狔，狆）＋犱（狋）＋（狌（狋）） （３）

式中，狔＝（狔１，狔２，…，狔狀）
Ｔ
∈犚

狀 和犉（狔，狆）＝（犉１（狔，狆），

犉２（狔，狆），…，犉狀（狔，狆））
Ｔ
∈犚

狀 分别为系统（３）的状态向量和

非线性函数，犱（狋）＝（犱１（狋），犱２（狋），…，犱狀（狋））
Ｔ
∈犚

狀 为外界

扰动，且对任意时间狋，满足‖犱犻（狋）‖≤珘犽犻＜∞（犻＝１，２，…，

狀）。其中，每一个珘犽犻（犻＝１，２，…，狀）无需提前知道，它由自

适应控制率来实现。狌＝（狌１，狌２，…，狌狀）
Ｔ
∈犚

狀 为控制输入。

实际上，由于物理上的限制，控制输入存在非线性。这些非

线性用函数（狌）表示，这是在向量［β１，β２］之间的连续函

数，即

β２狌
Ｔ（狋）狌（狋）≥狌

Ｔ（狋）（狌（狋））≥β１狌
Ｔ（狋）狌（狋） （４）

式中，β１ 和β２ 是非零正常数，且（０）＝０。标量非线性函数

如图１所示。

图１　扇区［β１，β２］内的非线性标量函数（狌）

结合式（２），受扰的响应系统（３）重新写为

狔
·

＝犳犻（狔）＋∑
犿

犼＝１

狆犻犼犵犻犼（狔）＋犱犻（狋）＋（狌犻（狋））

犻＝１，２，３，４ （５）

设响应系统（３）和驱动系统（１）的状态误差为

犲＝狔－狓

误差向量为犲＝（犲１，犲２，…，犲狀）
Ｔ，其中

犲犻 ＝狔犻－狓犻，犻＝１，２，…，狀

则误差系统为

犲
·

犻 ＝犳犻（狔）－犳犻（狓）＋∑
犿

犼＝１

狆犻犼（犵犻犼（狔）－犵犻犼（狓））＋

犱犻（狋）＋（狌犻（狋）），犻＝１，２，３，４ （６）

选取合适的控制输入狌犻，使得

ｌｉｍ
狋→∞
‖犲（狋）‖ ＝０

２　滑膜面的选取与控制器设计

定义滑膜面为［９］

狊犻 ＝犲犻＋∫
狋

０
犮犻犲犻（τ）ｄτ，犻＝１，２，…，狀 （７）

当系统发生滑膜运动时，需满足如下条件

狊犻 ＝犲犻＋∫
狋

０
犮犻犲犻（τ）ｄτ＝０ （８ａ）

狊
·

犻 ＝犲
·

犻＋犮犻犲犻 ＝０，犻＝１，２，…，狀 （８ｂ）

由式（８ｂ）得

犲
·

犻 ＝－犮犻犲犻，犻＝１，２，…，狀 （９）

显然，选取犮犻＞０（犻＝１，２，…，狀），式（９）渐近稳定，即从任意

初始条件出发，恒满足

ｌｉｍ
狋→∞
‖犲（狋）‖ ＝０

当受控系统在滑膜面上运动时，系统对参数失配和外部干

扰具有强鲁棒性。

为了确保滑膜运动，设计控制输入为

狌犻 ＝－γ犻ρ犻ｓｉｇｎ（狊犻） （１０）

式中，常数γ犻＞
１

β１犻
；

ρ犻 ＝狘犳犻（狔）－犳犻（狓）＋犮犻犲犻狘＋

∑
犿

犼＝１

狆^犻犼狘犵犻犼（狔）－犵犻犼（狓）狘＋^犽犻 （１１）

自适应律为

狆^
·

犻犼 ＝狘犵犻犼（狔）－犵犻犼（狓）狘狘狊犻狘 （１２ａ）

犽^
·

＝狘狊犻狘 （１２ｂ）

　　定理　考虑驱动系统（１）及其含有扇区非线性输入的

响应系统（３），若采用式（１０）控制律及式（１２）自适应律，则

驱动系统（１）及其响应系统（３）的轨道误差将趋于滑动曲面

（７）上的同步平衡点。

证明　令

狇犻犼 ＝狆^犻犼－狘狆犻犼狘

犽犻 ＝犽^犻－犽
～

犻，

犻＝１，２，…，狀；犼＝１，２，…，狀

选取Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数为

犞（狋）＝ （１２ ∑
狀

犻＝１

狊２犻 ＋∑
狀

犻＝１
∑
犿

犼＝１

狇
２
犻犼＋∑

狀

犻＝１

犽２）犻
对犞（狋）取关于时间狋的导数，得

犞
·

（狋）＝∑
狀

犻＝１

狊犻狊
·

犻＋∑
狀

犻＝１
∑
犿

犼＝１

狇犻犼狇
·

犻犼＋∑
狀

犻＝１

犽犻犽
·

犻 ＝

∑
狀

犻＝１

狊犻（犲
·

犻＋犮犻犲犻）＋∑
狀

犻＝１
∑
犿

犼＝１

（狆^犻犼－狘狆犻犼狘）狆^
·

犻犼＋

∑
狀

犻＝１

（犽^犻－犽
～

犻）犽^
·

犻 ＝∑
狀

犻＝１

狊犻（犳犻（狔）－犳犻（狓）＋∑
犿

犼＝１

狆犻犼（犵犻犼（狔）－

犵犻犼（狓））＋犱犻（狋）＋（狌犻）＋犮犻犲犻）＋

∑
狀

犻＝１
∑
犿

犼＝１

（狆^犻犼－狘狆犻犼狘）狘犵犻犼（狔）－犵犻犼（狓）狘狘狊犻狘＋
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∑
狀

犻＝１

（犽^犻－犽
～

犻）狘狊犻狘≤∑
狀

犻＝１

狘狊犻狘狘犳犻（狔）－犳犻（狓）＋犮犻犲犻狘＋

∑
狀

犻＝１
∑
犿

犼＝１

狘狆犻犼狘狘犵犻犼（狔）－犵犻犼（狓）狘狘狊犻狘＋∑
狀

犻＝１

狘狊犻狘狘犱犻（狋）狘－

∑
狀

犻＝１
∑
犿

犼＝１

狘狆犻犼狘狘犵犻犼（狔）－犵犻犼（狓）狘狘狊犻狘＋

∑
狀

犻＝１
∑
犿

犼＝１

狘狆^犻犼狘狘犵犻犼（狔）－犵犻犼（狓）狘狘狊犻狘＋

∑
狀

犻＝１

狘犽^犻狘狘狊犻狘－∑
狀

犻＝１

犽
～

犻狘狊犻狘＋∑
狀

犻＝１

（狌犻）狊犻≤∑
狀

犻＝１

狘狊犻狘狘犳犻（狔）－

犳犻（狓）＋犮犻犲犻狘＋∑
狀

犻＝１

狘犽^犻狘狘狊犻狘＋∑
狀

犻＝１
∑
犿

犼＝１

狘狆^犻犼狘狘犵犻犼（狔）－

犵犻犼（狓）狘狘狊犻狘＋∑
狀

犻＝１

（狌犻）狊犻 ＝∑
狀

犻＝１
ρ犻狘狊犻狘＋∑

狀

犻＝１

（狌犻）狊犻

（１３）

又因为

狌Ｔ犻（狋）（狌犻（狋））≥β１犻狌
Ｔ
犻（狋）狌犻（狋）

将式（１０）代入上式，得

－γ犻ρ犻ｓｉｇｎ（狊犻）≥β１犻γ
２
犻ρ
２
犻

－γ犻ρ犻ｓｉｇｎ（狊犻）狘狊犻狘（狌犻）≥β１犻γ
２
犻ρ
２
犻狘狊犻狘

由式（１０）和式（１１）知ρ犻＞０，γ犻＞０

ｓｉｇｎ（狊犻）（狌犻）≤－β１犻γ犻ρ犻

还可得到

ｓｉｇｎ（狊犻）狘狊犻狘（狌犻）≤－β１犻γ犻ρ犻狘狊犻狘

即

狊犻（狌犻）≤－β１犻γ犻ρ犻狘狊犻狘 （１４）

将式（１４）代入式（１３），得

犞
·

（狋）＝∑
狀

犻＝１
ρ犻狘狊犻狘＋∑

狀

犻＝１

（狌犻）狊犻≤∑
狀

犻＝１
ρ犻狘狊犻狘－

β１犻γ犻ρ犻狘狊犻狘＝∑
狀

犻＝１
ρ犻狘狊犻狘（１－β１犻γ犻）

由于γ犻＞
１

β１犻
，所以有犞

·

（狋）＜０。

３　仿真举例

为了验证上述方法的正确性和有效性，本文首先选取

文献［１２］中构造的四维自治混沌系统进行数值仿真，其数

学模型为

狓
·

１ ＝犪（狓２－狓１）＋狓２狓３狓４

狓
·

２ ＝犫（狓１＋狓２）－狓１狓３狓４

狓
·

３ ＝－犮狓３＋狓１狓２狓４

狓
·

４ ＝－犱狓４＋狓１狓２狓３ （１５）

式中，狓＝（狓１，狓２，狓３，狓４）
Ｔ 为系统（１５）的状态向量，（犪，犫，犮，

犱）Ｔ 为系统的参数。当参数犪＝３５，犫＝１０，犮＝１，犱＝１０时，

Ｌｙａｐｕｎｏｖ指 数 是 λ１ ＝３．３１５２，λ２ ＝０．００４２，λ３ ＝

－４．１５９１，λ４＝－３５．１６７４，此时是混沌系统。

将系统（１５）作为驱动系统，鉴于外界因素的干扰，响应

系统为

狔
·

１ ＝犪（狔２－狔１）＋狔２狔３狔４＋犱１（狋）＋（狌１（狋））

狔
·

２ ＝犫（狔１＋狔２）－狔１狔３狔４＋犱２（狋）＋（狌２（狋））

狔
·

３ ＝－犮狔３＋狔１狔２狔４＋犱３（狋）＋（狌３（狋））

狔
·

４ ＝－犱狔４＋狔１狔２狔３＋犱４（狋）＋（狌４（狋）） （１６）

式中，犱（狋）＝（犱１（狋），犱２（狋），犱３（狋），犱４（狋））
Ｔ 为外界干扰，数

值仿真时选取犱犻（狋）＝０．２ｓｉｎ（狋）（犻＝１，２，３，４），误差系统为

犲
·

１ ＝犪（犲２－犲１）＋狔２狔３狔４－狓２狓３狓４＋犱１（狋）＋（狌１（狋））

犲
·

２ ＝犫（犲１＋犲２）－狔１狔３狔４＋狓１狓３狓４＋犱２（狋）＋（狌２（狋））

犲
·

３ ＝－犮犲３＋狔１狔２狔４－狓１狓２狓４＋犱３（狋）＋（狌３（狋））

犲
·

４ ＝－犱犲４＋狔１狔２狔３－狓１狓２狓３＋犱４（狋）＋（狌４（狋））

（１７）

非线性输入取为

（狌１（狋））＝ （０．７＋０．２ｓｉｎ（狌１（狋）））狌１（狋）

（狌２（狋））＝ （０．６＋０．２ｓｉｎ（狌２（狋）））狌２（狋）

（狌３（狋））＝ （０．５＋０．３ｓｉｎ（狌３（狋）））狌３（狋）

（狌４（狋））＝ （０．６＋０．３ｓｉｎ（狌４（狋）））狌４（狋）

（１８）

显然β１１＝０．５，β１２＝０．４，β１３＝０．２，β１４＝０．３。滑膜面为

狊１ ＝犲１＋∫
狋

０
犮１犲１（τ）ｄτ

狊２ ＝犲２＋∫
狋

０
犮２犲２（τ）ｄτ

狊３ ＝犲３＋∫
狋

０
犮３犲３（τ）ｄτ

狊４ ＝犲４＋∫
狋

０
犮４犲４（τ）ｄτ

（１９）

选取控制器为

狌１ ＝－γ１ρ１ｓｉｇｎ（狊１）

狌２ ＝－γ２ρ２ｓｉｇｎ（狊２）

狌３ ＝－γ３ρ３ｓｉｇｎ（狊３）

狌４ ＝－γ４ρ４ｓｉｇｎ（狊４）

（２０）

式中

ρ１ ＝狘狔２狔３狔４－狓２狓３狓４＋犮１犲１狘＋犪^狘犲２－犲１狘＋犽^１

ρ２ ＝狘－狔１狔３狔４＋狓１狓３狓４＋犮２犲２狘＋犫^狘犲１＋犲２狘＋犽^２

ρ３ ＝狘狔１狔２狔４－狓１狓２狓４＋犮３犲３狘＋犮^狘犲３狘＋犽^３

ρ４ ＝狘狔１狔２狔３－狓１狓２狓３＋犮４犲４狘＋犱^狘犲４狘＋犽^４

参数自适应律为

犪^
·

＝狘犲２－犲１狘狘狊１狘，犫^
·

＝狘犲１＋犲２狘狘狊２狘

犮^
·

＝狘犲３狘狘狊３狘，犱^
·

＝狘犲４狘狘狊４狘 （２１）

犽^
·

１ ＝狘狊１狘，犽^
·

２ ＝狘狊２狘，犽^
·

３ ＝狘狊３狘，犽^
·

４ ＝狘狊４狘

选取驱动系统初值［１３］狓１（０）＝２，狓２（０）＝２．５，狓３（０）＝４，

狓４（０）＝３．５，响应系统初值取为狔１（０）＝１，狔２（０）＝１，

狔３（０）＝－３，狔４（０）＝－３。取参数γ１＝２．１（γ１＞１／β１１＝２），

γ２＝２．６（γ２＞１／β１２＝２．５），γ３＝５．１（γ３＞１／β１３＝５），γ４＝

３．４（γ４＞１／β１４＝３．３３）；满足犮犻＞０，取犮１＝０．２６，犮２＝０．４２，

犮３＝０．５７，犮４＝０．２３；未知参数初值取为犪^（０）＝０．１，犫^（０）＝

０．５５，犮^（０）＝０．０８，犱^（０）＝０．１，犽^１（０）＝０．０３，犽^２（０）＝０．０２４，
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犽^３（０）＝０．０７２，犽^４（０）＝０．０５。系统（１５）和系统（１６）的误差

曲线、滑膜面以及控制输入随时间变化的曲线分别如图２～

图４所示。

为了验证所设计的控制策略对系统参数变化有较强的

鲁棒性，设响应系统参数犪＝３３．９５，犫＝９．７，犮＝０．９７，犱＝

９．７。驱动系统参数以及控制器各参数均保持不变，且响应

系统仍然有外部干扰犱犻（狋）＝０．２ｓｉｎ（狋）（犻＝１，２，…，狀），此

时响应系统和驱动系统的误差曲线如图５所示。

由图２～图５可以看出，在控制器的作用下，随着时间

的演化，误差犲１、犲２、犲３、犲４ 迅速趋于零，所设计的控制策略

对外界干扰有很强的鲁棒性。通过仿真研究发现，此控制

策略在本文所选的外界干扰一定的情况下，对参数失配

±３％范围内，误差曲线均可以迅速趋于零。

图２　驱动系统（１５）与响应系统（１６）误差曲线

图３　滑膜面狊犻（犻＝１，２，３，４）随时间变化曲线

图４　扇区非线性输入（狌犻）（犻＝１，２，３，４）的动态曲线

图５　参数失配情况下，驱动系统（１５）与

响应系统（１６）的误差曲线

如果没有非线性输入，即（狌犻（狋））＝狌犻（狋），只要γ犻＞１，

本文的控制策略同文献［９］。取参数γ１＝１．２７，γ２＝１．１５，

γ３＝１．４４，γ４＝１．１９，驱动系统参数以及控制器各参数均保

持不变，且响应系统仍有外部干扰犱犻（狋）＝０．２ｓｉｎ（狋），此时

系统（１５）和系统（１６）的误差曲线、滑膜面以及控制输入随

时间变化的曲线分别如图６～图８所示。

对比图２～图４和图６～图８可以看出，本文设计的控

制策略和文献［９］设计的控制策略均实现了驱动系统与响

应系统的同步，但本文考虑了控制输入中存在的非线性，更

加符合工程实际。
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图６　采用文献［９］控制策略，驱动系统与响应系统的误差曲线

图７　采用文献［９］控制策略，滑膜面狊犻随时间变化曲线

图８　采用文献［９］控制策略，输入狌犻的动态曲线

４　结　论

针对受扰且参数失配的混沌系统，采用具有扇区非线

性输入的自适应滑膜变结构控制器，设计了相应的控制律

和自适应律，实现了混沌系统的同步控制。设计的控制策

略简单、易于实现，不仅对参数失配和外界干扰具有强鲁棒

性，而且没有对系统强加限制条件，应用范围广。由于考虑

了控制输入的非线性，本文讨论的系统接近于工程实际。

通过对文献［１２］提出的含有三次非线性交叉乘积项的受扰

四维混沌系统在参数匹配和失配两种情况的仿真，验证了

驱动系统和响应系统的误差曲线均能快速趋于零，对外界

干扰和参数失配具有很强的鲁棒性。但实用的响应系统和

驱动系统存在的时滞问题需要进一步研究。
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