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一种有限对象集的输入通道任意增益／相角
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　　摘　要：针对一类有限多输入多输出线性时不变对象集，提出了一种调节输入通道增益／相角裕度的方法。

首先针对单个对象，采用连续线性二次调节器理论设计状态反馈控制器；进而利用周期控制方法设计一个针对有

限对象集的线性周期控制器。该控制器可使有限对象集的所有反馈控制回路在输入通道同时实现任意大的增益

裕度和直到９０°的相角裕度。仿真结果表明了所设计控制器的有效性。
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０　引　言

　　增益裕度和相角裕度是衡量系统稳定鲁棒性程度的重

要指标。尽管相关概念提出较早，但如何获得满意的增益

裕度和相角裕度一直是控制领域的热点研究方向。

针对单输入单输出（ｓｉｎｇｌｅｉｎｐｕｔｓｉｎｇｌｅｏｕｔｐｕｔ，ＳＩＳＯ）

对象，文献［１ ６］通过调节比例积分微分（ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌ

ｉｎｔｅｇｒａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ，ＰＩＤ）控制器在不同的限制条件下获得

满意的增益相角裕度；文献［７］采用分析综合的方法设计一

个状态反馈控制器，达到了相同的目的；文献［８］针对有限

的ＳＩＳＯ对象集，在保证系统灵敏度上界的前提下，通过调

节ＰＩＤ控制器来实现任意大的增益裕度。

针对多输入多输出（ｍｕｌｔｉｐｌｅｉｎｐｕｔｍｕｌｔｉｐｌｅｏｕｔｐｕｔ，ＭＩＭＯ）

对象，文献［９ １０］指出一个线性二次调节器（ｌｉｎｅａｒｑｕａｄｒａｔｉｃ

ｒｅｇｕｌａｔｏｒ，ＬＱＲ）可以在ＭＩＭＯ闭环系统产生６０°的相角裕度和

（１
２
，
"

）的增益裕度；文献［１１ １３］基于上述理论设计一类静

态通用采样保持函数（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｓａｍｐｌｅｄｄａｔａｈｏｌｄｆｕｎｃｔｉｏｎ，

ＧＳＨＦ）控制器
［１４］，使系统在输出通道实现任意大的增益裕

度；文献［１５ １６］采用一种新的证明方法，把文献［１１ １３］的

方法拓展到联合增益相角裕度问题中。

但是，综合分析上述文献，可以看出，目前尚未发现能

同时调节有限集 ＭＩＭＯ对象联合增益相角裕度的统一线

性控制器。鉴于此，本文在文献［１５ １６］的基础上，设计了

一个统一的线性周期控制器，使有限 ＭＩＭＯ对象集的所有

反馈控制回路在输入通道均可获得任意大的增益裕度和直
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到９０°的相角裕度。具体方案为：首先利用增益相角裕度测

试器［１７１８］
γ：＝ρｅ

－ｊ使有限集联合增益相角裕度问题转化为

有限集不确定系统的稳定性问题；再采用连续ＬＱＲ理论和

周期控制方法设计一个满足要求的统一线性周期控制器。

１　问题描述

考虑如下系统：

狓
·（狋）＝犃狓（狋）＋犅狌（狋），狓（０）＝狓０

狔（狋）＝犆狓（狋） （１）

式中，狓∈犚
狀 为系统状态；狌∈犚

犿 为系统的控制输入；狔∈犚
狉

为系统输出；犃、犅、犆属于如下集合：

｛（犃犻，犅犻，犆犻）∈犚
狀
犻
×狀犻 ×犚

狀
犻
×犿
×犚

狉×狀犻：犻＝１，…，狇｝

即有限对象集的每个对象均具有犿个输入和狉个输出，但

可能有不同的状态维数。

控制目标：给定一个有限对象集合，设计一个统一的线

性控制器，使该有限集内的所有对象在输入通道均可获得

任意大的增益裕度和直到９０°的相角裕度。

类似文献［１５］，系统（１）输入通道的增益／相角裕度调

节问题可等价为以下控制问题：在系统（１）的输入通道加入

不确定性，得到系统为

狓
·（狋）＝犃狓（狋）＋γ犅狌（狋），狓（０）＝狓０

狔（狋）＝犆狓（狋） （２）

其中不确定参数γ∈犆，并属于如下集合：

Γ（ρ
－

，ρ
－，

－

）：＝ ｛ρｅ
－ｊ：ρ∈ ［ρ

－

，ρ
－］，∈ ［－

－

，
－

］｝

式中，ρ－∈
（０，１］；ρ

－

∈［１，"）；
－

∈［０，
π
２
）。此时，不确定系统

状态狓（狋）∈犆
狀，输出狔（狋）∈犆

狉。由文献［１７ １８］可知：γ＝

ρｅ
－ｊ为系统（１）的增益相角裕度测试器。［ρ－

，ρ
－］代表了

系统（１）增益的调节范围，［－
－

，
－

］代表了系统（１）相角的

调节范围。当
－

＝０，此时该问题为有限集增益裕度问题；

当ρ－＝ρ
－
＝１时，此时该问题为有限集相角裕度问题；一般情

况则为有限集联合增益相角裕度问题［１５１６］。

用（犃，犅，犆）表示系统（１），（犃，γ犅，犆）表示系统（２）。控

制目标转化为：设计控制律狌（狋）稳定如下系统：｛（犃犻，γ犅犻，

犆犻）：γ∈Γ（ρ－
，ρ
－，

－

）；犻＝１，…，狇｝。

为完成控制器设计，对系统（１）作如下假设：

假设１　系统（１）的每一个（犃犻，犅犻）可控；

假设２　系统（１）的每一个（犆犻，犃犻）可观测；

假设３　当犻≠犼时，犃犻和犃犼 具有完全不同的特征值。

符号标记：记函数犳＝ο（犜
犼），若存在着一个常数犮１＞

０，犜α＞０使得｜｜犳（犜）｜｜２≤犮１犜
犼，犜∈（０，犜α）；狊狆｛Π｝表示矩

阵Π∈犚
狀
犻
×狀
犻的特征值集合；犠表示犠∈犆

狀×犿的共轭转置；

序列犌∈狊（犚
狀×犿）表示该序列的每个元素均属于犚狀×犿。

２　控制律设计及稳定性分析

２．１　控制律设计

控制律设计过程包括三大步：

步骤１　设计可调节单个对象输入通道增益／相角裕

度的状态反馈控制器。

定理１　选定犻，则存在着状态反馈控制器狌＝犉犻狓（狋），

犉犻∈犚
犿×狀

犻稳定如下形式的任何系统

｛（犃犻，γ犅犻，犆犻）：γ∈Γ（ρ
－

，ρ
－，

－

）｝

　　证明　证明过程分为两大步

（１）构造辅助系统，采用连续ＬＱＲ理论选择犉犻。

由文献［１０］可知，一个ＬＱＲ最优控制器可保证 ＭＩＭＯ

线性时不变系统的每个反馈控制回路均具有６０°的相角裕

度和（１
２
，
"

）的增益裕度；为了使系统（犃犻，犅犻，犆犻）可实现任

意大的增益裕度和直到９０°的相角裕度，本文采用类似于文

献［１５ １６］的方法，按比例调整系统（１）的系数矩阵犅犻，得

到辅助系统，从而修改标准的ＬＱＲ问题。定义

α：＝２ｃｏｓ（
－

） （３）

犅^犻：＝αρ
－
犅犻∈犚

狀
犻
×犿 （４）

构造辅助系统：

狓
·（狋）＝犃犻狓（狋）＋犅^犻狌（狋），狓（０）＝狓０ ∈犚

狀
犻 （５）

　　由文献［１９］可知，针对式（５）表示的系统，对任意的初

始值狓０，可找到如下形式的最优控制：

狌（狋）＝犉犻狓（狋） （６）

使得以下的性能指标最小，其表达式为

∫
"

０

［狓（狋）Ｔ犙犻狓（狋）＋狌（狋）
Ｔ犚犻狌（狋）］ｄ狋

式中，犙犻∈犚
狀
犻
×狀

犻，犚犻∈犚
犿×犿为正定对称矩阵。且当（犃犻，犅^犻）

可控时，系统（５）的连续代数Ｒｉｃｃａｔｉ方程具有唯一的正定

对称解犘犻：

犃Ｔ犻犘犻＋犘犻犃犻－犘犻犅^犻犚
－１
犻 犅^

Ｔ
犻犘犻＋犙犻 ＝０ （７）

　　相应的辅助系统最优增益犉犻为

犉犻 ＝－犚
－１
犻 犅^

Ｔ
犻犘犻 （８）

　　（２）证明由式（８）所得到的犉犻 使狌＝犉犻狓（狋）稳定系统

｛（犃犻，γ犅犻，犆犻）：γ∈Γ（ρ－
，ρ
－，

－

）｝，即证明

狊狆（犃犻＋ρｅ
－ｊ犅犻犉犻）犆

－ （９）

　　由假设１可知（犃犻，犅犻）可控，则（犃犻，犅^犻）可控，所以式（７）

存在唯一的正定对称解犘犻。设

ρ^∈ ［
１

α
，ρ
－

αρ
－

］，∈ ［－
－

，
－

］ （１０）

考虑

狓
·（狋）＝ （犃犻＋ρ^ｅ

－ｊ犅^犻犉犻）狓（狋），狓（０）＝狓０ ∈犚
狀
犻

固定狓０ 且考虑候选Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数犞：犆
狀
犻→犆：

犞（狓（狋））：＝狓（狋）犘犻狓（狋） （１１）

由犘犻为正定对称矩阵可知犞 为非负实数，因此

犞
·

（狓（狋））：＝


狓
犞（狓）狓

·（狋） （１２）

为实数。展开犞
·

（狓（狋））并使用式（７）和式（８）简化，得到：
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犞
·

（狓（狋））＝－狓（狋）犙犻狓（狋）＋

（１－２ρ^ｃｏｓ）狓（狋）
（犘犻犅^犻犚

－１
犻 犅^

Ｔ
犻犘犻）狓（狋） （１３）

由式（３）、式（１０）及ρ－
、ρ
－、

－

的边界，可得

１－２ρ^ｃｏｓ≤０ （１４）

再根据犘犻和犚犻 均为正定对称矩阵，可得式（１３）右侧第二

项为非正数，从而：

犞
·

（狓（狋））≤－狓（狋）

犙犻狓（狋） （１５）

由于犙犻 为正定对称矩阵，因此对每一个狓０，当狋→"

时，

犞（狓（狋））→０；由于 犘犻 是正定的，所以当狋→ "

时，亦有

狓（狋）→０，得到：

狊狆（犃犻＋ρ^ｅ
－犼犅^犻犉犻）犆

－

狊狆（犃犻＋αρ－ρ^ｅ
－犼犅犻犉犻）犆

－

　　由于αρ－ρ^∈
［ρ－
，ρ
－］，则当ρ∈［ρ－

，ρ
－］，∈［－

－

，
－

］时，得证

式（９）成立，从而得证定理１。

步骤２　在第一步的基础上，设计一个可调节单个对

象输入通道增益／相角裕度的周期控制器。

本文设计了一种周期控制的方法，该方法将状态反馈

控制器狌＝犉犻狓（狋）近似为周期为 犜：＝狆犺＞０的如下控

制律：

狌（狋）＝

０，狋∈ ［犽犜，（犽＋
狀
－

狆
）犜）

狆

狆－狀
－犉犻狓［犽犜］，狋∈ ［（犽＋

狀
－

狆
）犜，（犽＋１）犜

烅

烄

烆
）

（１６）

式中，犽∈犣
＋；犉犻∈犚

犿×狀
犻；狆＞狀

－

≥０为正整数。其基本思想

是将控制器周期化，每一个周期分为两部分：估计阶段和控

制阶段。在估计阶段，关闭控制信号以辨识系统，在控制阶

段，应用合适的状态反馈控制律，对被控对象进行实际控

制。不断地进行上述“估计 控制 估计 …”的过程，周期性

地探测系统并施加控制。控制律（１６）一个周期内的控制信

号如图１所示。

图１　控制律（１６）的估计和控制阶段

注１　控制律（１６）在一个周期犜内的完整控制信号等

于：｛（狆－狀
－）×

狆

狆－狀
－犉犻狓［犽犜］｝÷狆＝犉犻狓［犽犜］。即如果采样

时间犺（即周期犜＝狆犺）越小，则控制律（１６）对系统产生的

效果越接近于状态反馈控制器狌＝犉犻狓（狋）。事实上，采样时

间犺不可能无限小，它受计算机等硬件条件的限制。

定理２　选定犻，则存在着犜１＞０，使得对任意犜∈（０，

犜１），控制律（１６）稳定如下形式的任何系统：

｛（犃犻，γ犅犻，犆犻）：γ∈Γ（ρ
－

，ρ
－，

－

）｝

　　证明　定义

犃犻犱：＝ｅ
犃
犻
犜，犅犻犱：＝

狆

狆－狀
－∫

狆－狀
－

狆犜

０
ｅ
犃
犻
τ犅犻ｄτ （１７）

选定犻，将式（１６）代入系统（犃犻，γ犅犻，犆犻），得到

狓［（犽＋１）犜］＝ （犃
犻
犱＋γ犅

犻
犱犉犻）狓［犽犜］，　犽∈犣

＋ （１８）

则要证 定 理 ２，即 证 存 在 着 控 制 律 （１６）对 每 个 γ∈

Γ（ρ－
，ρ
－，

－

），有

狊狆（犃
犻
犱＋γ犅

犻
犱犉犻） ｛狕∈犆：狘狕狘＜１｝ （１９）

　　由定理１可得式（８）所选择的犉犻使犃犻＋γ犅犻犉犻稳定，定

义犃犻γ：＝犃犻＋γ犅犻犉犻，则犃
犻
γ∈犆

狀
犻
×狀
犻，且存在着唯一的实正定

对称矩阵犘γ，使得：

（犃犻γ）
犘γ＋犘γ犃

犻
γ＋犐＝０ （２０）

考虑

狓［犽＋１］＝ （犃
犻
犱＋γ犅

犻
犱犉犻）狓［犽］，狓［０］＝狓０ ∈犚

狀
犻 （２１）

由麦克劳林公式和γ的有界性，可化式（２１）为

狓［犽＋１］＝ ［犐＋犃
犻
γ犜＋ο（犜

２）］狓［犽］ （２２）

固定狓０ 且考虑候选Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数犞：犆
狀
犻→犆：

犞（狓）：＝狓犘γ狓 （２３）

由犘γ 为正定对称矩阵可知犞 为非负实数，因此

Δ犞（狓［犽］）：＝犞（狓［犽＋１］）－犞（狓［犽］） （２４）

为实数。依次代入式（２２）和式（２０）可得：

Δ犞（狓［犽］）＝

犜狓［犽］［（犃犻γ）
犘γ＋犘γ犃

犻
γ＋ο（犜）］狓［犽］＝

－犜狓［犽］狓［犽］＋ο（犜
２）狓［犽］狓［犽］ （２５）

所以存在着犜１＞０，使得：

Δ犞（狓［犽］）≤０，犜∈ （０，犜１） （２６）

因此，对任意狓０，当狋→"

时，犞（狓（狋））→０；则当狋→"

时，亦有

狓（狋）→０，从而得证式（１９），即得证定理２。

步骤３　设计一个针对有限对象集的统一线性周期控

制器，该控制器可对有限对象集内的任一对象产生相应的

控制信号（１６）。

选用如下形式的线性周期控制器来调节有限 ＭＩＭＯ

对象集输入通道的增益相角裕度：

狕［犽＋１］＝犌（犽）狕［犽］＋犎（犽）狔（犽犺），狕［０］＝狕０ ∈犚
犿

狌（犽犺＋τ）＝犑（犽）狕［犽］，τ∈ ［０，犺） （２７）

用狆∈犣
＋表示控制器参数犌、犎和犑的周期，使得线性周期

控制器（２７）的周期为犜：＝狆犺＞０，用５维数组（犌，犎，犑，犜，

狆）来表示控制器（２７）。首先给出如下引理：

引理１
［２０］
　选定犻，当系统（１）的（犆犻，犃犻）可观测时，则

存在着一个犜β＞０，使得对任意犜∈（０，犜β），（犆犻，ｅ
犃
犻
犜）可
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观测。

再通过理论证明给出如下结论：

定理３　令犜＞０，γ∈犆，对每个狆＞狀
－：＝狀１＋…＋狀狇，

存在着一个犺０＞０和一个犿阶的线性周期控制器（犌，犎，犑，

犜，狆），使得对任意犺∈（０，犺０），该控制器可对任意（犃犻，γ犅犻，

犆犻）产生相应的控制信号（１６），其中，犻＝１，…，狇。

证明　设犽∈犣
＋，对系统（犃犻，γ犅犻，犆犻）应用控制律

（１６），得到

狓［犽犜＋犼犺］＝ （ｅ
犃
犻
犺）犼狓［犽犜］，犼＝０，１，…，狀

－
－１（２８）

因此

狔［犽犜］

狔［犽犜＋犺］



狔［犽犜＋（狀
－
－１）

熿

燀

燄

燅
烐烏 烑

犺

＝：犢［犽犜］∈犚
狉狀－

＝

犆犻

犆犻ｅ
犃
犻
犺



犆犻ｅ
犃
犻
（狀－－１）

熿

燀

燄

燅
烐烏 烑

犺

＝：犔犻∈犚
狉狀－×狀犻

狓［犽犜］ （２９）

如果能找到一个增益矩阵犉∈犚
犿×（狉狀

－）使得

犉犔犻 ＝
狆

狆－狀
－犉犻，犻＝１，…，狇 （３０）

那么

犉犢［犽犜］＝

狆

狆－狀
－犉１狓［犽犜］，如果对象是（犃１，γ犅１，犆１）

狆

狆－狀
－犉２狓［犽犜］，如果对象是（犃２，γ犅２，犆２）

　　　　　　　　　　

狆

狆－狀
－犉狇狓［犽犜］，如果对象是（犃狇，γ犅狇，犆狇

烅

烄

烆
）

（３１）

　　此时，对有限对象集内的任一系统（犃犻，γ犅犻，犆犻）应用如

下控制律时，可得到相应的控制律（１６）。

狌（狋）＝

０，狋∈ ［犽犜，（犽＋
狀
－

狆
）犜）

犉犢［犽犜］，狋∈ ［（犽＋
狀
－

狆
）犜，（犽＋１）犜

烅

烄

烆
）

（３２）

　　下面的问题便是如何通过式（３０）求出犉。

定义１　犆
－

：＝［犆１　犆２　…　犆狇］，犃
－
：＝ｄｉａｇ｛犃１，…，犃狇｝

则由假设２和假设３可得（犆
－
，犃
－
）可观测。再根据引理１可

得：存在着犺０＝
Ｔ０

狆
（其中，犜０∈（０，犜１］），使得对任意犺∈（０，

犺０），（犆
－

，ｅ犃
－

犺）可观测，则可观测矩阵犔：＝［犔１　犔２…犔狇］＝

［犆
－Ｔ
　（犆

－

ｅ
犃
－

犺）Ｔ　… （犆
－

ｅ
犃
－

（狀
－
－１）犺）Ｔ］Ｔ 列满秩。式（３０）可改写为

犉犔＝
狆

狆－狀
－
［犉１　犉２ …犉狇］ （３３）

由于犔列满秩，则犔Ｔ犔可逆，解式（３３）可得：

［犳０ …犳狀－－１］：＝犉＝
狆

狆－狀
－
［犉１　犉２ …犉狇］［犔

Ｔ犔］－１犔Ｔ

（３４）

　　选择（犌，犎，犑）（犽）∈狊（犚
犿×犿）×狊（犚犿×狉）×狊（犚犿×犿）为

（犌，犎，犑）（犽）：＝

（０，犳０，０），犽＝０

（犐，犳犽，０），犽＝１，…，狀
－

－１

（犐，０，犐），犽＝狀
－，…，狆－

烅

烄

烆 １

（３５）

并且设置

（犌（犽＋狆），犎（犽＋狆），犑（犽＋狆））＝

（犌（犽），犎（犽），犑（犽）），犽∈犣
＋ （３６）

易验证对每个系统（犃犻，γ犅犻，犆犻），式（３５）和式（３６）所设计的

控制律（犌，犎，犑，犜，狆）均等价于控制律（１６）。

２．２　稳定性分析

定理４　设系统（犃，犅，犆）满足假设１～假设３的条件，

且
－

∈［０，
π
２
），ρ－∈

（０，１］，ρ
－

∈［１，"）。则存在着一个犜０＞０

和狆０＞狀
－：＝狀１＋…＋狀狇 使得对任意犜∈（０，犜０）和狆＞狆０，

可以找到一个线性周期控制器（犌，犎，犑，犜，狆）稳定如下形

式的任何系统：

｛（犃犻，γ犅犻，犆犻）：γ∈Γ（ρ
－

，ρ
－，

－

）；犻＝１，…，狇｝

　　证明　联合定理１～定理３即可得证本定理。

３　数值仿真

设对象（犃，犅，犆）位于如下有限集

（犃１，犅１，犆１）：

烄

烆

熿

燀

＝

０ ０ １

０ １ ０

－２ －３ －

燄

燅
５

熿

燀

，

燄

燅

０

１

１

熿

燀

，

１

３
０ －１

０ １ ０

燄

燅

烌

烎
１ ０ １

（犃２，犅２，犆２）：

烄

烆

熿

燀

＝
０ １
燄

燅

３ ０

熿

燀

，
燄

燅

１

０

熿

燀

，

１ －２

０ １

燄

燅

烌

烎
１ １

（犃３，犅３，犆３）：

烄

烆

熿

燀

＝

０ １ ０

０ ０ １

－２ －４ －

燄

燅
３

熿

燀

，

燄

燅

０

１

１

熿

燀

，

１ ０
１

３

０ １ ０

０
１

５

燄

燅

烌

烎

烅

烄

烆

烍

烌

烎
１

　　使用本文的方法，设计一个统一的线性控制器，同时使

系统（犃１，犅１，犆１）、（犃２，犅２，犆２）和（犃３，犅３，犆３）的所有反馈控

制回路在输入通道均具有［０．７５，６］的增益调节范围和

［－７０°，７０°］的相角调节范围。即设计一个统一的线性控制

器同时稳定如下系统：

｛（犃犻，γ犅犻，犆犻）：γ∈Γ（０．７５，６，７０°），犻＝１，２，３｝

由题可得狀
－
＝狀１＋狀２＋狀３＝８，

－

＝７０°，ρ－＝０．７５
，ρ
－
＝６；

选择犺＝０．００２ｓ，狆＝２５，犜＝狆×犺＝０．０５ｓ，犙１＝犙３＝犐３×３，

犙２＝犐２×２，犚１＝犚２＝犚３＝１。

图２～图４展示了当初始值狓１（０）＝（１１１）
Ｔ，狓２（０）＝

（１１）Ｔ，狓３（０）＝（１１１）
Ｔ，γ＝４时，系统（犃１，γ犅１，犆１）、（犃２，

γ犅２，犆２）和（犃３，γ犅３，犆３）的输出与控制信号仿真结果图。
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其中，狔１１，狔１２，狔１３；狔２１，狔２２，狔２３；狔３１，狔３２，狔３３分别表示对象１、

对象２和对象３的三个输出；狌１，狌２，狌３ 表示所设计的统一

控制器分别应用于对象１、对象２和对象３时的控制信号。

图２　对象１的仿真结果

图３　对象２的仿真结果

图４　对象３的仿真结果

４　结　论

本文针对有限集 ＭＩＭＯ线性时不变系统，提出了一种

调节输入通道增益／相角裕度的方法。首先针对单个对象，

采用连续ＬＱＲ理论设计状态反馈控制器；进而利用周期控

制方法设计一个针对有限对象集的线性周期控制器。该控

制器可同时使有限集 ＭＩＭＯ系统的所有反馈控制回路在

输入通道获得任意大的增益裕度和直到９０°的相角裕度。

最后，通过仿真实例验证了所设计控制器的有效性。
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