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摘　要：本文提出了一种新的基于典型相关分析的人脸识别算法，叫做二维判别典型相关分析 （２ＤＤＣＣＡ）。该算法将
２阶张量的概念引入了典 型 相关分析方法中。传统的典型相关分析方法中，样本是用高维的向量表示的，不仅计算量大，
而且常常出现内存不足，协方差矩阵有奇异性等问题。本文算法不仅将样本的向量表达改为矩阵表达，并且充分利用样本

的类内和类间信息来优化目标函数，从而使得该算法获得了诸多优点：首先，使得学习出的子空间维数降低，从而计算量

和计算时间都大大减少；其次，有效地避免了协方差矩阵的奇异性问题；最后，由于目标函数的优化利用了样本的类信息，

从而更有利于最邻近分类器进行判别。实验表明，在人脸角度变化时，该方法具有稳定的识别性能。
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１　引言

作为一种特征提取的有效方法，典型相关分析

（ＣＣＡ）［１］已经被成功地应用到了人脸识别领域。它寻
求一对线性变换，使得两组向量集合分别投影到这个

两个线性子空间中，从而使得投影后两组向量集合之

间的相关性最大。如果两组向量集合分别是同一组人

脸的两种不同角度的图像，那么投影到相关性最大的

子空间后可以有效提高识别率。

然而，ＣＣＡ与著名的ＬＤＡ［２］一样存在奇异问题。我
们知道ＬＤＡ，ＣＣＡ所用的是总体协方差矩阵的求逆运
算，由于样本的向量表示位于一个高维的线性空间

中，而样本的个数相对偏少，使得协方差矩阵一般不

满秩，所以造成矩阵奇异而无法求出正确的广义特征

值和特征向量。常见的解决方法是用 ＰＣＡ［３］降维，或
是在总体的协方差矩阵上加上一个小的扰动因子等

等，但是这些方法常常会影响最终的识别率。

考虑到人脸图像的样本，从本质上来说是２阶张
量，如果在计算中保持它们的张量特性，则不仅计算量

会大大减少，而且由于高维小样本产生的奇异性问题也

将不再存在。基于这点考虑，ＹａｎｇＪｉａｎ等人于２００４年
在ＰＣＡ的基础上提出了２ＤＰＣＡ的方法［４］，保持了样本

的二阶张量特性，不仅加快了运算速度，减小了计算

量，而且识别率也高于一维时的情况，但是这篇文章并
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不能算是完全用了张量的概念，由于每个２阶张量的投
影是需要左右两个投影矩阵的，而ＹａｎｇＪｉａｎ的２ＤＰＣＡ
只寻找了一个投影矩阵进行了单边的投影．于是，
ＺｈａｎｇＤａｏｑｉａｎｇ等人于２００５年提出了（２Ｄ）２ＰＣＡ［５］，通
过左右两个最佳投影矩阵使得样本矩阵进一步降维。

当然，ＰＣＡ的方法毕竟是非监督的方法，没有利用人脸
数据的类内类间信息。于是，ＹｅＪｉｅｐｉｎｇ等人在２００５年
对ＬＤＡ进行了改进，得到了２ＤＬＤＡ并推导出了它的迭代
算法［６］，算法收敛快且稳定，没有奇异问题。由此可见用

样本的矩阵表示代替样本的向量表示来进行子空间学

习，不仅能避免小样本造成的奇异性的问题，大大降低

计算量，而且识别率还常常优于其对应的一维子空间学

习的方法。于是本文的２ＤＤＣＣＡ也是采用将样本用其
矩阵表示的方法来避免奇异性和减少计算量。

ＣＣＡ的方法虽然增大了两个样本组之间的相关
性，但是并没有像ＬＤＡ那样利用类内与类间的信息，这
使得原有样本的信息并没有被充分利用。于是判别典

型相关分析（ＤＣＣＡ）也就相应产生［７］，不过这个一维的

方法始终是存在奇异问题而影响了应有的高识别率，于

是本文将２阶张量引入ＤＣＣＡ算法，在避免奇异问题，减
小计算量的同时，并且用迭代的方法找出２阶张量的两
对左右投影矩阵，使得算法自始至终保持了２阶张量的
特性，得到了高识别率，并且试验结果同时表明，２ＤＤＣ
ＣＡ的方法对人脸角度变化时的识别率很稳定。

本文以下的内容安排：在第２小节简要描述 ＣＣＡ
的基本算法。第３小节的开头描述 ＤＣＣＡ的原理及不
足，然后详细阐述本文提出的 ２ＤＤＣＣＡ的原理，最后
是２ＤＤＣＣＡ的迭代算法流程。在文章的第４，第５小
节分别是实验结果的对比分析和结论。

２　典型相关分析（ＣＣＡ）

ＣＣＡ的方法源于研究两组随机向量之间的相关性
的问题。假设一个形如（ｘ→，ｙ→）的多元随机向量，现有Ｎ
对样本：（ｘ→１，ｙ

→
１），…，（ｘ

→
Ｎ，ｙ
→
Ｎ）。我们用 Ｘ表示向量组

（ｘ１，…，ｘＮ），并且同样地用 Ｙ表示向量组（ｙ１，…，ｙＮ）。

要寻求一对线性变换
"

→
ｘ，"
→
ｙ，使得：
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（ｙ１，…，ｙＮ）在"
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→
ｙ，并使得两组向量投

影后的相关性最大，即：
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其中，向量组（ｘ１，…，ｘＮ）和（ｙ１，…，ｙＮ）是零均值的。

于是对于以上方程的求解可转化为：
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其中，
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于是问题变成解方程的广义特征值与广义特征向

量的问题：
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其中，
#

＝
# ｘ＝# ｙ．求解得到的一组线性变换对"

→
ｘ，"
→
ｙ构

成了Ｗｘ，Ｗｙ矩阵，这就是识别样本要投影到的线性子
空间。

３　二维判别典型相关分析（２ＤＤＣＣＡ）

３．１　判别典型相关分析ＤＣＣＡ
典型相关分析ＣＣＡ固然能够使得向量组Ｘ和向量

组Ｙ之间的相关性最大，但是对于人脸识别系统来说，
判别时并没有利用训练样本的类内类间信息，如果可

以类似于ＬＤＡ的方法去对人脸样本的类内和类间的信
息加以利用，则可以更近一步增强ＣＣＡ的人脸识别能
力．于是ＴｉｎｇｋａｉＳｕｎ等人提出了 ＤＣＣＡ的方法［７］，对

于ＣＣＡ加以改进，使得类内差别最小的同时使得类间
差别最大，所以我们的最优化的目标函数变成了：

ｍａｘ
"ｘ，"ｙ
（
"ｘ

ＴＣ
"

"ｙ－η·"ｘ
ＴＣｂ"ｙ）

ｓ．ｔ．　
"ｘ

ＴＸＸＴ
"ｘ＝１，　"ｙ

ＴＹＹＴ
"ｙ＝１

（５）

这就是ＤＣＣＡ的方法。此方法仅需要求解 Ｗｘ，Ｗｙ
两个矩阵，可以一次解方程完成求解，但是这个方法

存在奇异值问题，如果用 ＰＣＡ降维或是采用加入扰动
因子的方法，则会使识别率下降。于是，采用二维

ＤＣＣＡ的方法，不仅可以避免奇异值问题，使得识别率
有所提升，而且具有运算快，存储空间小等优点。

３．２　二维判别典型相关分析２ＤＤＣＣＡ
现在我们重新定义样本集合，设共有样本对（Ｘｉ，

６５０１
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Ｙｉ）Ｎ个，分为ｃ个类，每类有样本 ｎｉ个，ｉ∈１，…，ｃ。可

知：∑
ｃ

ｉ＝１
ｎｉ＝Ｎ。我们用Ｘ表示样本集合：

（Ｘ１
（１），… Ｘ（１）ｎ１，…，Ｘ１

（ｉ），…，Ｘｎｉ
（ｉ），Ｘ１

（ｃ） … Ｘｎｃ
（ｃ））

其中Ｘｊ
（ｉ），ｊ∈１，…，ｎｉ为第ｉ类的第ｊ个样本的矩阵表示，

同样地，用Ｙ表示样本集合：
（Ｙ１

（１），… Ｙ（１）ｎ１，…，Ｙ１
（ｉ），…，Ｙｎｉ

（ｉ），Ｙ１
（ｃ） … Ｙｎｃ

（ｃ））

其中Ｘｊ
（ｉ）∈Ｒｍ×ｎ，Ｙｊ

（ｉ）∈Ｒｍ×ｎ，ｊ∈１，…，ｎｉ，并且Ｘ集合和Ｙ
集合中的样本矩阵均已化为零均值。

由于每个样本点由原来的向量表示变成了现在的

矩阵表示，所以我们需要找出的不是一对线性变换
"ｘ，

"ｙ，而是两对线性变换（ｌｘ，ｌｙ），（ｒｘ，ｒｙ），使得样本集 Ｘ
和Ｙ投影后：ｌｘ

ＴＸｒｘ和ｌｙ
ＴＹｒｙ的类内差别最小，类间差别

最大，便于判别。

于是目标函数变为两个，目标函数一可以求解出

（ｌｘ，ｌｙ）：
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目标函数二可以求解出（ｒｘ，ｒｙ）：
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其中的 Ｃ
"

Ｒ，Ｃ
"

Ｌ和 Ｃｂ
Ｒ，Ｃｂ

Ｌ矩阵是本文定义的类内相

关矩阵和类间相关矩阵。

以目标函数一为例进行化简：

由于仅找出一对（ｌｘ，ｌｙ）线性变换，投影后是不能充分
描述样本集合Ｘ和Ｙ的，故需要找出一组这样的线性变换
对（ｌｘ１，ｌｙ１），（ｌｘ２，ｌｙ２），…，（ｌｘｄ１，ｌｙｄ１），于是用矩阵 Ｌｘ表示
［ｌｘ１ ｌｘ２ … ｌｘｄ１］，用矩阵 Ｌｙ表示［ｌｙ１ ｌｙ２ … ｌｙｄ１］，
同样的，用矩阵 Ｒｘ表示［ｒｘ１ ｒｘ２ … ｒｘｄ２］和用矩阵
Ｒｙ表示［ｒｙ１ ｒｙ２ … ｒｙｄ２］．可见，Ｌｘ∈Ｒ

ｍ×ｄ１，Ｌｙ∈Ｒ
ｍ×ｄ１，

Ｒｘ∈Ｒ
ｎ×ｄ２，Ｒｙ∈Ｒ

ｎ×ｄ２．
Ｃ

"

Ｒ，Ｃｂ
Ｒ分别定义如下：
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ｌ＝１
Ｘｋ
（ｉ）Ｒｘ·Ｒｙ

ＴＹ（ｉ）Ｔｌ （８）

Ｃｂ
Ｒ＝∑

ｃ

ｉ＝１
∑
ｃ

ｊ＝１
∑
ｎｉ

ｋ＝１
∑
ｎｊ

ｌ＝１
Ｘｋ
（ｉ）Ｒｘ·Ｒｙ

ＴＹ（ｊ）Ｔｌ

＝∑
ｃ

ｉ＝１
∑
ｃ

ｊ＝１
∑
ｎｉ

ｋ＝１
∑
ｎｊ

ｌ＝１
Ｘｋ
（ｉ）Ｒｘ·Ｒｙ

ＴＹ（ｊ）Ｔｌ －∑
ｃ

ｉ＝１
∑
ｎｉ

ｋ＝１
∑
ｎｉ

ｌ＝１
Ｘｋ
（ｉ）Ｒｘ·Ｒｙ

ＴＹ（ｉ）Ｔｌ

＝０－Ｃ
"

Ｒ＝－Ｃ
"

Ｒ （９）
因为Ｘｊ

（ｉ）∈Ｒｍ×ｎ，Ｙｊ
（ｉ）∈Ｒｍ×ｎ，ｊ∈１，…，ｎｉ均是零均值

的样本矩阵，所以上式Ｃｂ
Ｒ中：

∑
ｃ

ｉ＝１
∑
ｃ

ｊ＝１
∑
ｎｉ

ｋ＝１
∑
ｎｊ

ｌ＝１
Ｘｋ
（ｉ）ＲｘＲｙ

ＴＹ（ｊ）Ｔｌ ＝０ （１０）

又有定义：

Ｃｘｘ
Ｒ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ＸｉＲｘ·Ｒｘ

ＴＸＴｉ

Ｃｙｙ
Ｒ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ＹｉＲｙ·Ｒｙ

ＴＹＴｉ

（１１）

于是目标函数一变成了：

ｍａｘ
"ｘ，"ｙ

（ｌｘ
ＴＣ

"

Ｒｌｙ－η·ｌｘ
ＴＣｂ

Ｒｌｙ）

＝ｍａｘ
"ｘ，"ｙ

（ｌｘ
ＴＣ

"

Ｒｌｙ＋η·ｌｘ
ＴＣ

"

Ｒｌｙ）

＝（１＋η）ｍａｘ
"ｘ，"ｙ

（ｌｘ
ＴＣ

"

Ｒｌｙ）

（１２）

其中（１＋η）只是一个系数，不影响优化结果，所以我
们的优化目标成为：

ｍａｘ
"ｘ，"ｙ

（ｌｘ
ＴＣ

"

Ｒｌｙ） （１３）

ｓ．ｔ．　ｌｘ
ＴＣｘｘ

Ｒｌｘ＝１，ｌｙ
ＴＣｙｙ

Ｒｌｙ＝１ （１４）


Ｃ

"

Ｒ

（Ｃ
"

Ｒ）













Ｔ

ｌｘ
ｌ









ｙ
＝
#

Ｃｘｘ
Ｒ

Ｃｙｙ












Ｒ

ｌｘ
ｌ









ｙ

（１５）
求解上述方程的广义特征向量可得出一组（ｌｘ１，

ｌｙ１），…，（ｌｘｄ１，ｌｙｄ１），于是这ｄ１对线性变换即为所求：
Ｌｘ＝（ｌｘ１ ｌｘ２ … ｌｘｄ１）

Ｌｙ＝（ｌｙ１ ｌｙ２ … ｌｙｄ１）
（１６）

同理，目标函数二成为：

ｍａｘ
"ｘ，"ｙ

（ｒｘ
ＴＣ

"

Ｌｒｙ） （１７）

ｓ．ｔ．　ｒｘ
ＴＣｘｘ

Ｌｒｘ＝１，ｒｙ
ＴＣｙｙ

Ｌｒｙ＝１ （１８）


Ｃ

"

Ｌ

（Ｃ
"

Ｌ）













Ｔ

ｒｘ
ｒ









ｙ
＝
#

Ｃｘｘ
Ｌ

Ｃｙｙ












Ｌ

ｒｘ
ｒ









ｙ

（１９）
求解广义特征向量得出一组（ｒｘ１，ｒｙ１），…，（ｒｘｄ２，

ｒｙｄ２），于是这ｄ２对线性变换即为所求：
Ｒｘ＝（ｒｘ１ ｒｘ２ … ｒｘｄ２）

Ｒｙ＝（ｒｙ１ ｒｙ２ … ｒｙｄ２）
（２０）

有了这２对投影矩阵，则可以把已经分成两组的测试样
本分别经过左右投影变换投影到子空间中，然后用最

近邻分类器进行分类。

３．３　２ＤＤＣＣＡ的算法流程
观察２ＤＤＣＣＡ的优化目标函数可知，求解 Ｌｘ，Ｌｙ

时需要已知Ｒｘ，Ｒｙ，同样的求解 Ｒｘ，Ｒｙ时需要已知 Ｌｘ，
Ｌｙ．这就说明Ｌｘ，Ｌｙ，Ｒｘ，Ｒｙ的求解方式是迭代的．

故此迭代算法流程如下：

（１） 输入样本矩阵Ｘ，Ｙ，各有Ｎ个样本，含ｃ类，Ｘｊ
（ｉ）∈

Ｒｍ×ｎ，Ｙｊ
（ｉ）∈Ｒｍ×ｎ，ｊ∈１，…，ｎｉ，
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（２） 初始化Ｒｘ，Ｒｙ：

Ｒｘ＝
Ｉｄ２×ｄ２






０
ｎ×ｄ２

Ｒｙ＝
Ｉｄ２×ｄ２






０
ｎ×ｄ２

（２１）

（３） 按照前文的定义式计算Ｃ
"

Ｒ，Ｃｂ
Ｒ，Ｃｘｘ

Ｒ，Ｃｙｙ
Ｒ

（４） 按照

Ｃ
"

Ｒ

（Ｃ
"

Ｒ）













Ｔ

ｌｘ
ｌ









ｙ
＝
#

Ｃｘｘ
Ｒ

Ｃｙｙ












Ｒ

ｌｘ
ｌ









ｙ
（２２）

可求出ｄ１个广义特征向量作为Ｌｘ，Ｌｙ
（５） 用上一步求出的Ｌｘ，Ｌｙ来计算Ｃ

"

Ｌ，Ｃｂ
Ｌ，Ｃｘｘ

Ｌ，Ｃｙｙ
Ｌ

（６） 同理按照

Ｃ
"

Ｌ

（Ｃ
"

Ｌ）













Ｔ

ｒｘ
ｒ









ｙ
＝
#

Ｃｘｘ
Ｌ

Ｃｙｙ












Ｌ

ｒｘ
ｒ









ｙ
（２３）

可求出ｄ２个广义特征向量作为Ｒｘ，Ｒｙ
（７）回到（３）进行下一轮的迭代计算直到Ｌｘ，Ｌｙ和Ｒｘ，
Ｒｙ收敛．
在本算法中，虽然 Ｌｘ，Ｌｙ，Ｒｘ，Ｒｙ的求解方式是迭代的，
但是由于它们在循环中收敛特别快，所以迭代次数不

超过１０就可以达到最佳识别率，因此对全算法的计算
复杂度几乎没有增加，并且由于算法中所用的是样本

矩阵，而非样本向量，所以在协方差矩阵的求解和分解

部分，计算速度大大提高。因此总的计算复杂度较之

其一为版本有很大下降。

４　实验结果分析
４．１　对２ＤＤＣＣＡ算法性能的分析

本文分别以 ＡＲ，ＣＵＭＰＩＥ数据库为基础进行实
验．实验共分两部分，实验一是验证引入二阶张量概
念的２ＤＤＣＣＡ识别率较之其一维版本，能够达到良好
的识别率。实验二是验证２ＤＤＣＣＡ对于人脸不同角
度进行识别时具有稳定的识别率。

图１　２ＤＤＣＣＡ的识别率与迭代次数的关系

首先，先对２Ｄ
ＤＣＣＡ进行其自身
性能的分析。在本

算法中，２ＤＤＣＣＡ
有一个参数，就是

迭代次数。由于此

方法收敛很快，所

以迭代次数可以自

行设定，收敛到最

佳子空间的迭代次数不超过１０次，这点可以从图１中
看出。图１所示的是实验１中的迭代次数从２次到７
次的识别率，可以看出本组数据只需要３次就可以收
敛到最佳子空间 Ｌ，Ｒ，如果迭代次数超过３次，则会出
现“过学习”的情况，使得识别率反而下降。

４．２　实验１：２ＤＤＣＣＡ与ＣＣＡ，ＤＣＣＡ的识别性能比较
我们从ＡＲ人脸库中随机选择８０人，任取４０人做

训练，余下的４０人做测试。每次实验每人取１张无表
情正面像做｛Ｘｉ｝样本集合，从其余的几张不同表情样
本中任取一张做｛Ｙｉ｝样本集合。本实验分三组进行，
如图２所示。每张图像的大小为５０×５０像素点，并且两
个样本集合各自为零均值，各图像以双眼为参考点对

齐。最后使用１ＮＮ分类器进行判决。

图２　实验１所用的三组实验样本

表格１　几种关于典型相关分析的算法的性能比较

　　　算法
样本组　　　　　

ＣＣＡ ＤＣＣＡ ２ＤＤＣＣＡ

样本组一 ９０％ ９０％ ９５％

样本组二 ５７．５％ ６０％ ６２．５％

样本组三 ８５％ ８２．５％ ９７．５％

这个实验主要用于说明，将样本数据用２阶张量
来表示，能使２ＤＤＣＣＡ算法在３方面占据性能的优势：
第一，识别率高于其一维版本的识别率。第二，存储空

间大大减少，并且避免了奇异问题。第三，训练和识别

时间总共大约在３到５秒，而 ＣＣＡ和 ＤＣＣＡ的训练和
识别时间在５分钟左右，本文中所有实验的运行环境
是Ｉｎｔｅｌ酷睿二代双核ＣＰＵ，主频２．６６ＧＨＺ，２ＧＢ内存。
４．３　实验２：２ＤＤＣＣＡ对不同角度下人脸图像识别具

有稳定性

　　本文提出的方法主要优点在于，对于不同角度下
的人脸识别率很稳定，不会像其他传统方法那样，随着

人脸角度的变化识别率严重下降。这一点从实验中也

可以看出。我们采用 ＣＭＵＰＩＥ人脸库，从这个人脸库
中选用６２人，任取３１人做训练，余下的３１人做测试，
每张人脸大小为５０×５０像素点，取每个人的第２７张正
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脸作为参考集合，即｛Ｘｉ｝样本集合，分别取每个人的第
０５，２９，３７，１１张作为四个对应子集，即｛Ｙｉ｝１，｛Ｙｉ｝２，
｛Ｙｉ｝３，｛Ｙｉ｝４样本集合，分别进行四次实验。

本文将提出的２ＤＤＣＣＡ的方法与２ＤＰＣＡ，２ＤＬＤＡ
和ＬＬＲｓｔｅｐ５ｗｉｔｈＰＣＡ＋ＬＤＡ的方法进行比较，其中最后

一种方法是ＣｈａｉＸｉｕｊｕａｎ等人于２００７年在 ＴＩＰ上发表
的局部线性回归的方法［８］，针对人脸不同姿态角度进

行识别，由于与本文的实验所用数据库一样，均是针对

人脸不同角度进行识别的，而且实验设计也相同，故直

接取其实验结果进行比较。

表格２　在人脸角度的变化下几种识别算法的性能比较

　　　　　　识别率
算法　　　　　　　　

Ｐ２９左２２．５° Ｐ０５右２２．５° Ｐ１１左４５° Ｐ３７右４５° 平均识别率

２ＤＰＣＡ ８８．７１％ ９８．３９％ ３８．７１％ １９．３５％ ６１．２９％
２ＤＬＤＡ ９０．３２％ ９５．１６％ ３７．１％ ７７．４２％ ７５％
２ＤＤＣＣＡ １００％ １００％ ９３．５５％ ９６．７７％ ９８％
ＬＬＲｓｔｅｐ５ｗｉｔｈＰＣＡ＋ＬＤＡ １００％ ９８．５％ ８９．７％ ８２．４％ ９３％

　　从表格２可以看出，２ＤＰＣＡ，２ＤＬＤＡ这些经典的方
法直接用于人脸角度的识别是不合适的，这两种方法

在人脸角度为±２２．５°时识别率略有下降，但是在人脸
角度为±４５°时，识别率均不到５０％。ＬＬＲｓｔｅｐ５ｗｉｔｈＰＣＡ
＋ＬＤＡ的方法采用了对人脸分割成很多小块，从而加强
了两组图像之间的局部线性关系，所以对于人脸角度

变化的识别率比较稳定，但是此方法也有不足之出，由

于它的分块非常多，所以计算量较大。而本文提出的

２ＤＤＣＣＡ的方法，不仅计算量小，耗时短，而且对于人
脸角度的变化不敏感，具有稳定的识别率。

５　结论

本文将２阶张量的概念用于ＤＣＣＡ后，不仅使得运
算量减小，节约了存储空间，而且避免了奇异问题使得

识别结果得到了应有的提高，尤其对于人脸不同角度

的识别表现出了十分稳定的性能。但是本文的方法也

存在待改进之处，第一，人脸的变化角度达到９０度时，
识别率不到５０％，这说明２ＤＤＣＣＡ这种统计的方法仍
然不能从根本上解决人脸图像结构变化对识别率的影

响。第二，本文的实验仅使用了一个参考图像作为

｛Ｘｉ｝样本集合和一个检测图像作为｛Ｙｉ｝样本集合，而
如果被检测的人脸图像不止一个角度，则参考样本的

个数应随之增加，所以可以尝试将人脸的各个角度放

入一个高阶张量之中以推广２ＤＤＣＣＡ并提高识别率。
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