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飞行器壁板颤振的无限维非线性分析

上海交通大学 郭乾荣
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关键词 奚板颤振
,

Η / Ι Β分叉
,

中心流形
。
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0
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/Β 。 Ε Π拓 ; Ε Θ Π ≅ΒΒ汀。# Φ加】 Σ Λ Μ ; Φ ≅/ # Κ
0

,# Φ价Ο Ι ; Ι Σ Δ Φ> / ; Μ Φ> / Δ 扭 ; Τ器 ; # ≅# Β≅Υ

# ≅, Χ Π 王。 Χ # Κ≅/ # ;  # / #  Κ# Χ ; ς ; # ; ΦΘ Κ ≅Κ Β/ Δ Ι ; # Χ  Β Μ ΦΦΧ Δ Ε
=≅ Γ

Μ Κ≅# ? Φ ≅ Χ ≅# Β≅Υ

# ≅ΦΧ Π ≅Ν Χ # Κ ≅/ # ;  Η / Ι Β ϑ ≅ΒΜ Δ Χ ; Φ≅/ # Φ> Χ / Δ Θ Φ/ Β≅# Π Φ> Χ ϑ≅ΒΜ Δ Χ ; Φ≅/ # 2;  Μ Χ Κ ,

; / Π =< Γ
Μ Κ ≅# ‘ Χ Χ # ΦΧ Δ Ν ; / ≅Β/  Π Φ> / / Δ Θ Φ/ Π Χ Φ。,

1

二≅# / Φ> Χ Κ Φ; ϑ ≅ ≅Φ Θ / Β Φ> Χ

ϑ≅ΔΜ Δ 。就 ≅# ? Ι汀沁Π儿 1  / Φ≅。且Κ
·

ΩΧ Θ Ξ / ΔΠ Ι ; # Χ 奎Β奎Μ Φ亡Χ Δ ,

 Ψ / Ι Β >≅ΒΜ Δ Σ ; ΦΖ/ # , Σ / # 亡Χ Δ Δ# ; # ≅Β/  Π Φ五。/ ΔΘ
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一
、

无限维Η / Ι Β 分叉定理和中心不变流形定理

由于偏微分方程的矢量场=在任一适当的 [ ; # ;Σ > 空间中Γ常常不是光滑 函数
,

5 ; Υ

Δ ΚΠ Χ # 一5 Σ

%Δ
;

改
Χ # 〔乞,

利用 =相 Γ 流的光猾性提出了流的 Η / Ι Β分叉 定理和 中心 流 形定

理
。

这里的流都是半 =相Γ 流
,

也就是半群
。

=≅ Γ 流的 Η / Ι Β分叉定理 =5 ; Δ Κ Π Χ   一5 Σ % Δ Ε‘。 Ε Χ # ≅ Κ∴ ] Γ

设在 [ ; #
;Σ > 空间 ∋ 中依赖参数 卜的演化方程为

Π 、⊥ ΠΦ 一妊声 _ 以
、

=二 Γ

∋ 有广 非零范数
,

9
,

=二 Γ 为非线性项
。

考虑一族 砂 局部半流尸梦
,

定义在 ∋ 中 。的 邻

域
, )《 Φ ⎯ &

, 卜在 ( 中 ) 的邻域
,

且 3 蟹= α Γ β )
。

光滑假定 3 梦=二 Γ 对
二 、 Φ

、

林 = 才李 ) Γ 是联 合 连 续
,
并且 对 每一 Φ χ /

,

3 梦=、 Γ对二 是 护_1 =为χ Ο Γ 可微
。

谱假定
Ε

= 1 Γ 3 梦= α Γ β α ,

对. Φ任 δ / ,

& ε
,

. 协在)任( 附近 ς = < Γ 线性 半 群

几尸双 α Γ=3 梦的 3 汾Σ> ‘ 导数 Γ具有无限小生成元 咸
, ,

且
Χ 二Ι =Φ; =咸

‘

ΓΓ β ; =几3 汉 。ΓΓ

φδ / ε
,

对. , χ / ,

=; 为特征值Γς =γ Γ 刀
,

有一对共扼 复 根 入=妙Γ
、

下了下下
,
入= / Γ

对%α 。

=。
。

χ 。Γς 且〔Π ( 叭=卜Γ⊥ Π叼 ε
ς 。。χ α ς

=η Γ存在一个数 乙χ 。
,

使得对于 ) 附近的
林有 ( 。〔; =刁

ΕΕ

Γφ=入〔林Γ
,

了石又万ε〕= 一 各⎯ /
。

在上述诸假定下
,

3璧在 卜 二 / 有一 Η / Ι Β分叉 ς 对 卜χ α ,

存在关于 3 梦的一族单
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参数封闭轨线
,

这种封闭轨线随 协连续变化
。

=< Γ 流的中心流形定理 =5
; ΔΚ ΠΧ

# 一5 。 Σ Δ ; Σ
 ΣΧ #1 ! ∴ ] Γ

设 ∋ 为 [ ; #
;Σ > 空间

,

具有广 非零范数
。

3
,

为定义在 ∋ 中 。的邻 域上 的 半流
,

。《 Φ 成 &
。

设 3
Φ

= / Γβ 。,

且 尸
,

=“ Γ 对 “ 任∋ 是 扩_1 可微的
,

对 ‘ 的所有导数对 Φ

是连续的
。

假定线性半群刀尸
,

= α Γ
Ε

∋今忍的谱是
Χ Ρ Ι = Φ =;

,

+ 叮 Ε

ΓΓ ς 对 Φ χ α
, Χ Ρ Ι 。; 、

Γ

在单位圆上 =就是说 ( Χ= ; ,

Γβ 。Γ
, Χ Ρ Ι =沁户 在单位圆内

,

且距圆周有非零距离 =就是

说 ( 。
=叭Γ⎯ / Γ

。

令犷为对应于 ΧΡ Ι =Φ;
,

Γ 的广义特征 空 间
,

且 Π≅ Ν Θ β Π ⎯ Σ/
,

则在

∋ 中存在 。的一个邻域
。 ,

和过 。且切 犷于 。的一个 Π 维 护 子流形 裔〔
“ ,

使 得
Ε

=
。
Γ

若 二任肠
, Φ χ /

,

且 3
,

=“ Γ任
“ ,

则 3
,

=
“
Γ任筋 =局部不变 性Γς =ϑ Γ 若 才χ / ,

且

对所有 Φ ,
3

Φ

=“ Γ 在
Μ
中有定义 ς 则 3

Φ

= Ρ Γ、所
,

当 才、Σ/ =局 部吸 引性Γ
。

府就称

为中心 =不变Γ 流形
。

ΔΧΚ000000ΧΚΧΚΧΚ ‘0‘氏叮Δ一

二
、

翼板颤振的无限维非线性分析

设弹性翼板 =如图 1 Γ在 ι 一 。, 1 简支 =其它边界条件可类似进行计算Γ
,

作
“

柱

弯曲
ς
在超音速气流下

,

运动方程 =无量纲Γ 为
〔韵

ς _ 杯万加 _ Ι护 _ ;俨
⊥ _ 。 , ,

一

δ
Δ _ Ω

丁Ε 侧
=ι , Γ叼ι _ 。

丁Ε
夕 =Ε 丫 =Ε ΓΠΨ ε

尹 = 1 Γ

式中
·

二 ;⊥; 朽
‘
二; ⊥ ;介

‘

;
、

; 为粘弹性结构阻尼系数 ς 杯下 乙为气动阻尼系数 ς

薄膜刚度 ς Ι 为动压强 ς Δ 共面拉力ς 假定板的静压力差 =常数Γ 为零
。

; 屯。
、

‘
为

乙
、 代

均χ ) 的 常 数
,

界值
。

控 制 参 数 林任 δ=Ι ,

3 Γ
Ε Ι χ / ε

。 协二 =Ι ,
Δ Γ一= Ι ,

Δ Γ
。Δ , Σ Δ

指临

边界条件 ι β / , ≅ , 。 β =公_ ; 。Γ
⊥⊥ β / 8

ϕ
甲, 0

「
Μ ,

〕厂
带

“ β � �β ε
仪 路ι Α 仪 〕

任 ∋ 一Η ‘=〔。
, 1 〕’

ι 二 )
ι 胃  

κ 6
ι

=〔α
, 1 〕Γ 图 1 翼板在风洞中

这里Η 忿为二次可微函数 % 。
的二

[ 空间
,

刀 为 6Χϑ ΧΚ ? Μ Χ
平方可积函 数 空 间

。

取 范数

=刀 范数 1
·

Ψ么Γ

1εδ
” , 公ε ��

Ε 二 =�云】
“_ �

。 ⊥
ε
“
Γ
’⊥ 盔

则 =1 Γ 式可写为 [ ; # ;Σ > 空间 ∋ 中的演化方程

厂 。 均 「 。 〕
‘β ε ΒΜ _Ζ

λ 0

ε

6一: Ε 一 :
Ε

Α 6〔
,‘ =Μ气

, Μ三Γ _ ; =Μ气
, Μ玉Γ〕Μ

 ,

Α

ϕ 刁, 。 _ ∗
ς

=“ Γ

其中 : , Μ , β Μ二
,⊥⊥ 一3 Μ笠_ Ι城

: ι/ ι β ; Ε 二
“ _ 杯万色、

Ε

Β =
“
Γβ 〔

Ε Χ ⎯Ε 至
, 。二χ_ ; =Μ至

, 。二Γ〕。
,

这里 =
·

,
·

》表示 6 , 空间中内积
。

边界条件ι β /
,
≅

, Μ ς 二=Ε
么_ ; Μ ,

Γ
“
β α

=< Γ
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= 1 Γ 运用 Η / Ι Β 分叉定理求发生颤振的分叉值

方程 = < Γ 存在唯一的光滑半流 3州
“,

其线性半流 4
Μ

3 公= α Γ 具 有 无 限小 生成

元 ∃ 、

求 刁
。

的特征值 入,
=∃

ς
一入,Γ无一 。

μ 足边界条件的特征矢 量一
及孙。

以咖洲
·
乘上式

,

对
·
积分

,

得

久
<
_ 入〔。

# η二 η
_ 杯万 乙Γ _ =Δ

# ι 二“_ 。η 二 η

Γ二 / , 。 二 ≅ , < ,
,

二

设发生分叉时
, 。 β 二 ,

则
; 二坛

‘
_ 杯瓦 乙ϕ α

这时
,

对于所 有 的 1 = , ⎯ 二 ,
一 ; 矿砂一杯瓦乙一 =淤一

。‘
Γ; 砂

,
入具有正实 部

。

这不

符合 上 / Ι Β分叉定理的谱条件
,

故必须 Ν ϕ 1 ,

则

杯可一
; 砂⊥各

这时
,
入二 士 她 3

气不平
,

故

3
,

χ 一 介 Ε

还要瀚足
。
李 < 时

,

在分叉点 印
, ,

几Γ 附近
0

其余的 入均负实部
,

则必损 η 〔Δ价砂 _

记“勺χ α ,

这是满足的
。

故发生颤振时的分叉值

Ι , “扩“‘

⊥扩
,

Β
,

夕一 二 ς

= < Γ 应 用中心流形定理并结合 Η 二Κ; Δ Π一ν 肠ο 方汀Ε ,

来讨论 分 又 周 期 解 的稳

定性

、 �ΑΚΧ挂」
1:

明白

尸111七

第一步先将方程 = < Γ 化为正则形丸

在分叉点=Ι
Ε ,
Δ Ε

Γ
,

对应于姓、
。Ε
特征值入

。ϕ 沁
。
二众叼瓦下率

,

特征矢量 。 二

火 Ο 1刀究ι
。

对应于 “
卜

, 的” “ “ 子 月一

〔
≅
、。

。

⊥ =3
Α

二
_ , 。

朴
· Ψ

。

特征 值 又
。
β 一了。。,

特 征 矢 量 了 Υ

、  ΧΧΞΧ户Λ吼一一
�日,了

令 。 �  ! ∀ 如十 。

其中 ,#∃ 二 %犷
, “ &任∋

。任 (
,

局部稳定流形

) ∗ ∀ 夕醉 +  
。

中心流形
,

一个二维流形
。

故
。,
一 ,  ∀ 夕∃油爪 − ∀ 叭

。−
一 .。

。

,  一夕∃ /.
0 “二 ∀ 二

−

代入方程 , 1 ∃
,

得正 则形式

乡+ 2。
。介

,

∀ 〔叮
3 ,

4 ,夕∗ ∀ 夕西∀ 。 ∃〕

初 +
、

理
。、。切

一

卜尸 ,  
,

矛
, 叨 ∃

5

5 , 6 ∃
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其中 =Λ
份 ,

∗ Γ二 一 不
 

公α α

砂
一

卜砂丁ΒΚ≅# 湘由

3 =夕
,

夕
, , Γβ ∗ 一 =Λ

升 ,

∗ Γ Λ 一 ⎯互
书 ,

∗ 》互

11、111111出111引油

〔工
‘一<Κ≅#

·‘

只
、,了、厅产Α住尸勺

0<、<0、

你Ζ

中心流形方程为 。 一。=, ,

刃一 习
Β _ Ζ

二 <

))

中心流形上的微分方程为 , 一‘。 ;Θ _ 习
Β _ Ζ

二 <

, Κ≅#
二二Π ·

Γ

滞
, ‘
剑

滞
, ‘
剑

为了确定式 = η Γ
、

式 =Ο Γ 的系数 功, , 和 夕ς , ,

将 式 =γ Γ 中⎯Λ
0 ,

∗ χ 和3 按 夕 ,

夕展

开
,

且 奋 ϕ =;。⊥; 力 ΠΘ ⊥ ΠΦ _ =。。⊥妙Γ方⊥击
。

并假定 。。 ⊥妙 β α =1川勺
。

然后与式 = η Γ
、

式 =Ο Γ 作比较
,

得

夕二宕叭Θ _

= ] Γ

=∴ Γ
< ‘ ≅

其中 夕Ε 。“ /
, 夕, ς 二 / , 夕。Ε β /

,

。 β / =】夕 �
∀

Γ

冬
, 、 γ

枷
‘, , _ 。=ε, �

毛
Γ

夕Ε ,
二 =γ‘。

。Ω “‘Γ⊥ < =Δ 受“
<
_ “η

Γ一 ; “η
⊥ <

,

=其余 汤 , 无用
,

不算了Γ
。

最后将式 = ∴ Γ 化为 8/≅ # Σ;
Δ 。范式

Ε

人 们

一
, 、 , , 二 二 、一 , 0

勺
、,

邑Δ套,

令 夕 β 乙_ κ =邑
,

引 β 毛十 州 κ 元号不、
一

‘

刁 一 λ ,
0

今月
, λ < 1 π 1

< 《 Β _ Ζ = ι #

对 ‘β Ζ _ 1
,

κ≅ , 二 α
。

代入式 = ∴ Γ
,

得中心流形上微分方程的 8/≅ # Σ;
Δ 。范 式

称

看一‘Σ/
。

邑_ 见
Χ ,邑�七 

“, _ / =一七�
“”‘“

Γ

Ζ “ 1

=∀ Γ

其中
Σ ,
一

丹厂
、< 。。, ς 一 Ε 一。

, Ε
1
Ε 一

令
,。

。<

�
<

、
_

今‘山 。 φ 。 ⊥ 自

由 8 / 呈# Χ ; Δ Χ一[ Χ # Π ≅Ρ Κ / #
定理

( ΧΣ
Ε ⎯ α ,

周期解为轨道渐近稳定

( 。 , χ α
,

周期解不稳定

计算得

故 ( ΧΣ
Ε ⎯ α

,

% 一ϕ α _ 卫
丝

向

β

<

γ了。
/

η =Δ全
“名_ 二η

Γ

‘二‘一

专耐
分叉周期解 =颤振Γ 轨道稳定

。
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