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　　摘　要：基于领导 跟随者模型研究了多智能体系统的有限时间跟踪控制问题。针对领导者状态是时变的情

况，提出了一类非线性有限时间跟踪控制算法，在固定网络拓扑结构下，利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ有限时间稳定性理论和矩

阵理论分析，得到了该算法使得系统中跟随者状态在有限时间内与领导者状态达到一致的充分条件；在切换网络

拓扑结构下，提出了一类有限时间跟踪控制算法，在领导者的状态是时不变的情况下，给出了该算法使得系统实

现有限时间跟踪控制的充分条件。仿真实例验证了所提出两类算法的有效性。
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０　引　言

　　近年来，多智能体系统的协调控制问题引起了研究人

员的极大关注。在多智能体系统中，刻画个体动力学的局

部规则可以看作个体的控制器，如何根据局部信息设计合

适的控制算法使得系统达到要求的状态，这是控制工程师

最感兴趣的问题。１９８７年，Ｒｅｙｎｏｌｄｓ
［１］最早提出了一个计

算机模型来模拟多个体的群体行为。文献［２］提出了一个

简单的离散系统模型来刻画智能体的局部控制规则。此

外，很多学者研究了领导 跟随者模型的多智能体系统的跟

踪控制问题。Ｍｕ等
［３］研究了系统在具有一个领导者时的

动态行为。针对具有虚拟领导者的多智能体系统，Ｊａｄｂ

ａｂａｉｅ等
［４］提出了一类跟踪控制算法，并给出了系统实现跟

踪的充分条件。ＯｌｆａｔｉＳａｂｅｒ
［５］采用虚拟领导者引领群体避

开环境障碍物来实现系统的避碰与聚集。Ｈｏｎｇ等
［６］使用

邻域状态估计的方法研究了切换网络拓扑结构下的跟踪控

制问题。Ｐｅｎｇ等
［７］使用领导 跟随者模型研究了系统在具

有时滞的情况下的跟踪问题。

目前，对于多智能体系统有限时间跟踪控制问题的研

究已经非常成熟，但是大多数跟踪控制算法都是使得系统

中跟随者最终渐近的跟踪领导者，实际上系统并不能在有

限的时间内实现跟踪。但是很多实际的控制系统要求动态

响应快，且在可调的有限时间内达到零跟踪误差，因此有限

时间跟踪控制问题具有更强的工程应用背景。本文针对固

定和切换网络拓扑结构下的多智能体系统分别提出了两类

不同的跟踪控制算法，通过选取合适的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数对系

统的有限时间跟踪控制进行了分析。

１　预备知识

１．１　图论相关知识

假设多智能体系统中有狀个智能体，用一个无向图犌＝

（犞，犈，犃）来表示智能体之间的信息交换网络拓扑结构。顶

点集犞＝｛狏１，狏２，…，狏狀｝为有限的非空集，图的顶点狏犻表示智

能体犻；边集犈犞
２，图的边犲犻犼＝（狏犻，狏犼）∈犈表示智能体犻和

智能体犼可以相互传递信息，即犲犻犼∈犈犲犼犻∈犈；加权图的邻

接矩阵犃＝［犪犻犼］为对称非负矩阵，其中，犪犻犻＝０，当犻≠犼且（狏犻，

狏犼）∈犈时，犪犻犼＞０。智能体犻的邻接成员用集合犖犻＝｛狏犼∈

犞：（狏犻，狏犼）∈犈｝表示。
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如果图犌中两个不同顶点狏犻 和狏犼 存在一条路径时，称

狏犻和狏犼 可达的。当且仅当图犌的任意两个不同的顶点之间

都存在一条路径时，称该图是连通图。

当个体间的通信网络拓扑结构是时变的情况下，通常把

这种动态拓扑结构称为切换网络拓扑结构。切换网络拓扑

结构可以用动态图犌（犃（狋））来表示，犌（犃（狋））＝｛犌１，犌２，…，

犌狇｝是由狀个智能体组成的所有可能的通信网络拓扑结构

图，狇∈犚
＋表示图的总数。网络拓扑结构在狋犻（犻＝０，１，２，…）

时刻进行切换，在［狋犻，狋犻＋１）时段内，通信网络拓扑结构不变。

定义１
［８］
　无向图犌的Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵定义为

犔（犌）＝犔＝犇－犃

式中，犇＝ｄｉａｇ（犱１，犱２，…，犱狀）是图犌的度矩阵，其中犱犻 ＝

∑
犼≠犻

犪犻犼。显然，犔是一个对称的半正定矩阵，且犔１＝０。

１．２　相关引理

这里给出一些需要用到的引理和定义：

引理１
［９］
　对于一个给定无向图犌，犔为该无向图的

Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵。若犌是连通的，那么犔（犃）半正定，且犔（犃）

的特征根满足

０＝λ１（犔）＜λ２（犔）≤ … ≤λ狀（犔）

图犌的代数连通度等于 ｍｉｎ
ξ≠０，１

Ｔ
ξ＝０

ξ
Ｔ犔（犃）ξ
ξ
Ｔ
ξ

，即当ξ满足１
Ｔ
ξ＝０

时，有ξ
Ｔ犔（犃）ξ≥λ２（犔（犃））ξ

Ｔ
ξ。

引理２
［１０］
　假设函数犞（狋）：［０，∞）→［０，∞）是可微的

（犞（狋）在零点的导数为右导数），若

ｄ犞（狋）

ｄ狋
≤－犓犞（狋）

α，犓＞０；０＞α＞１

那么函数犞（狋）将会在有限时间狋 ≤
犞（０）１－α

犓（１－α）
内收敛到零

点。对于所有狋≥狋，犞（狋）＝０。

引理３
［１０］
　给定ξ１，ξ２，…，ξ狀≥０和０＜狆≤１，

（
有

∑
狀

犻＝１

ξ）犻
狆

≤∑
狀

犻＝１

ξ
狆
犻 ≤狀

１－ （狆 ∑
狀

犻＝１

ξ）犻
狆

　　引理４
［１０］
　若无向图犌（犃）连通，对于向量犫＝［犫１，犫２，

…，犫狀］
Ｔ
≥０，犫≠０，那么矩阵犔（犃）＋ｄｉａｇ（犫）是正定的。

定义２
［１１］
　定义函数ｓｉｇｎ（狉）

α ｓｉｇｎ（狉）｜狉｜
α，其中，狉∈

犚，α＞０。符号函数ｓｉｇｎ（狉）的定义如下

ｓｉｇｎ（狉）＝

１，狉＞０

０，狉＝０

－１，狉＜

烅

烄

烆 ０

　　可以看出：ｓｉｇｎ（狉）
α 是关于狉连续的，且

ｄ狘狉狘
α＋１

ｄ狉
＝ （α＋１）ｓｉｇｎ（狉）

α

２　多智能体系统有限时间跟踪控制

本节主要基于领导 跟随者模型研究了多智能体系统

的有限时间跟踪控制问题。对于具有１个领导者和狀个跟

随者的多智能体系统，系统中领导者的状态为狓０（狋），跟随

者的状态为狓犻（狋）（犻＝１，…，狀）。系统中个体的动态模型为

狓
·

犻（狋）＝狌犻（狋） （１）

２．１　固定拓扑网络结构下有限时间跟踪控制

针对多智能体系统（１），当其拓扑网络结构为固定时，

且领导者的状态狓０（狋）是时变的情况下，提出了如下非线性

有限时间跟踪控制算法

狌犻（狋）＝－ｓｉｇ ［ｎ ∑
狀

犼＝０

犪犻犼（狓犻（狋）－狓犼（狋 ］））
α

（２）

式中，α为常数且０＜α＜１；狓０（狋）为一时间函数。犪犻犼（犻，犼＝

１，…，狀）是邻接矩阵犃中的第（犻，犼）个元素，若领导者与跟

随者犻有信息传递时，那么犪犻０＞０（犻＝１，…，狀），否则犪犻０＝０。

定理１　考虑具有１个领导者和狀个跟随者的多智能

体系统（１），在跟随者之间的无向通信拓扑结构图犌连通且

至少有一个犪犻０为非零正数时，算法（２）可以使得系统（１）中

跟随者的状态在有限时间内与领导者达到一致，即狓犻（狋）→

狓０（狋）。

证明　定义狓
～

犻（狋）＝狓犻（狋）－狓０（狋），此时

狓
～
·

犻（狋）＝狓
·

犻（狋）－狓
·

０（狋）＝

－ｓｉｇ ［ｎ ∑
狀

犼＝０

犪犻犼（狓
～

犻（狋）－狓
～

犼
（狋 ］））

α

－狓
·

０（狋）

　　使用有限时间跟踪控制算法（２）时，系统（１）用矩阵表

示为

狓
～
·

（狋）＝－ｓｉｇｎ［犕狓
～］α－１狓

·

０（狋）

式中

狓
～
·

（狋）＝ ［狓
～
·

１（狋），…，狓
～
·

狀（狋）］
Ｔ，狓

～（狋）＝ ［狓
～

１（狋），…，狓
～

狀（狋）］
Ｔ

　　令矩阵犕＝犔（犃）＋ｄｉａｇ（犪１０，…，犪狀０），由于拓扑网络犌

连通，且至少有一个犪犻０为非零正数，根据引理４可知，矩阵

犕 为正定矩阵，并且根据Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵犔（犃）的性质可以

得到：犕 是对称矩阵。选取Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

犞（狋）＝
１

４∑
狀

犻＝０
∑
狀

犼＝０

犪犻犼（狓
～

犼
（狋）－狓

～

犻（狋））
２

显然犞（狋）≥０。对犞（狋）进行求导，有

ｄ犞（狋）

ｄ狋
＝∑

狀

犻＝０

犞（狋）

狓
～
·

犻

狓
～
·

犻 ＝

－∑
狀

犻＝
［（

０
∑
犼∈犖犻

犪犻犼（狓
～

犼
（狋）－狓

～（狋 ））） ］
２

１＋α
２

由引理３得到

ｄ犞（狋）

ｄ狋
≤ ［－ ∑

狀

犻＝
（

０
∑
犼∈犖犻

犪犻犼（狓
～

犼
（狋）－狓

～

犻（狋 ））） ］
２

１＋α
２

　　由于犞（狋）≠０，且 犕 为对称的正定矩阵，令λ１（犕）为

犕 最小的特征根，那么λ１（犕）＞０，且对于所有ξ∈犚
狀，有

ξ
Ｔ犕ξ＞λ１（犕）ξ

Ｔ
ξ，因此

∑
狀

犻＝
（

０
∑
犼∈犖犻

犪犻犼（狓
～

犼
（狋）－狓

～

犻（狋 ）））
２

犞（狋）
＝
狓
～Ｔ犕Ｔ犕狓

～

１

２
狓
～Ｔ犕狓

～

≥２λ１（犕）

　　综合上面的分析可以得到

ｄ犞（狋）

ｄ狋
≤－（２λ１（犕））

１＋α
２犞（狋）

１＋α
２

　　根据引理２可知，算法（２）可以使得系统（１）中跟随者

在有限时间内跟踪领导者，其收敛时间

狋 ＝
２犞（０）

１－α
２

（２λ１（犕））
１＋α
２ （１－α）

　　注１　在定理１中的证明中，也可选取Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数
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犞（狋）＝∑
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犪犻犼（狓
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犼
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１＋α

　　对犞（狋）进行求导，有
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ｄ狋
＝∑

狀
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［

０
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犼
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＝

∑
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［

０

ｓｉｇ （ｎ ∑
狀
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犪犻犼（狓
～

犼
（狋）－狓

～

犻（狋 ））） ］
α

［

·

∑
狀
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～
·

犼
（狋）－狓

～
·

犻（狋 ］）） ＝

∑
狀

犻＝
［

０

ｓｉｇ （ｎ ∑
狀

犼＝０

犪犻犼（狓
～

犼
（狋）－狓

～

犻（狋 ））） ］
α

｛

·

∑
狀

犼＝０

犪犻［犼 －ｓｉｇ （ｎ ∑
狀

犻＝０

犪犼犻（狓
～

犼
（狋）－狓

～

犻（狋 ）））
α

－狓
·

０（狋）

（

－

－ｓｉｇ （ｎ ∑
狀

犼＝０

犪犻犼（狓
～

犻（狋）－狓
～

犼
（狋 ）））

α

－狓
·

０（狋 ］｝）） ＝

－ｓｉｇ ［（ｎ ∑
狀

犼＝０

犪犻犼（狓
～

犼
（狋）－狓

～

犻（狋 ））） ］
Ｔ α

·

犕ｓｉｇ （ｎ ∑
狀

犼＝０

犪犻犼（狓
～

犼
（狋）－狓

～

犻（狋 ）））
α

　　经过类似定理１的分析可以得到

ｄ犞（狋）

ｄ狋
≤－λ１（犕）（１＋α）

２α
１＋α犞（狋）

２α
１＋α

　　此时算法（２）同样使得系统（１）中跟随者在有限时间内

跟踪领导者，其收敛时间

狋 ＝
犞（０）

１－α
１＋α

λ１（犕）（１＋α）
α－１
１＋α（１－α）

２．２　切换拓扑网络结构下有限时间跟踪控制

由于通信过程中的节点和节点之间链接的故障，传输

过程中信息丢失等原因的存在，个体间的通信网络拓扑结

构一般都是时变的，针对切换网络拓扑结构下的多智能体

系统（２），当领导者的状态是时不变的情况下，我们提出了

如下有限时间跟踪控制算法：

狌犻（狋）＝－∑
狀

犼＝０

犪犻犼（狋）ｓｉｇｎ（狓犻（狋）－狓犼（狋））
α （３）

式中，α为常数且０＜α＜１；犪犻犼（狋）为狋时刻，邻接矩阵犃（狋）中

的元素。

定理２　考虑具有１个领导者和狀个跟随者的多智能

体系统，当跟随者之间的通信拓扑结构图犌（犃（狋））在每一

时刻都是连通的，且任意时刻至少有一个犪犻０为非零正数

时，算法（３）可以使得系统（２）中跟随者的状态在有限时间

内与领导者达到一致，即狓犻（狋）→狓０（狋）。

证明　由于领导者的状态狓０（狋）是时不变的，那么狓
·

０（狋）＝

０。定义狓
～

犻（狋）＝狓犻（狋）－狓０（狋），根据文献［９］的分析可以知道，

狓
～

犻（狋）不受到拓扑网络结构变化的影响。其中

狓
～
·

犻（狋）＝狓
·

犻（狋）－狓
·

０（狋）＝－∑
狀

犼＝０

犪犻犼ｓｉｇｎ（狓
～

犻（狋）－狓
～

犼
（狋））α

　　选取Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数犞（狋）＝∑
狀

犼＝０

狓
～

犻（狋）
２。对犞（狋）求导可

得

ｄ犞（狋）
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～

犼
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～
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由引理３得到

ｄ犞（狋）
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∑
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２
１＋α（狓

～

犼
（狋）－狓

～

犻（狋））］２
１＋α
２

　　令矩阵犅（狋）＝［犫犻犼（狋）］∈犚
狀×狀，其中犫犻犼（狋）＝犪犻犼（狋）

２
１＋α。若

通信拓扑结构图犌（犃（狋））在每一时刻都是连通的，那么图

犌（犅（狋））在每一时刻也是连通的。定义矩阵犖（狋）＝犔（犅（狋））＋

ｄｉａｇ（犪
２
１＋α
１０
，…，犪

２
１＋α
狀０
），由于拓扑网络犌（犅（狋））连通，且至少有

一个犪
２
１＋α
犻０
为非零正数时（犪犻０≠０犪

２
１＋α
犻０ ≠０），根据引理４可

知，矩阵犖（狋）为对称的正定矩阵。此时有

∑
狀

犻＝０
∑
狀

犼＝０

犪犻犼（狋）
２
１＋α（狓

～

犼
（狋）－狓

～

犻（狋））
２

犞（狋）
≥２λ１（犖）

式中，λ１（犖）＝ｍｉｎ
狋≥０
λ１（犖（狋））。由此得到

ｄ犞（狋）

ｄ狋
≤－（２λ１（犖））

１＋α
２犞（狋）

１＋α
２

　　此时在给定条件下，系统（１）使用算法（３）可以在有限

时间内实现跟踪。

３　仿真算例

这一节给出了多智能体系统（１）有限时间跟踪控制的仿

真示例。假设系统中有１个领导者犔０和５个跟随者犉１～犉５，

其通信拓扑结构图如图１所示。当智能体犼在智能体犻的邻

域范围内时，其邻接矩阵中的元素犪犻犼＝１，否则犪犻犼＝０。

图１　系统（１）通信网络拓扑结构图

在固定拓扑结构下，选取系统通信拓扑结构图为图１（ａ）。

当α＝０．８，初始状态随机给定时，图２显示了二维空间中，当

领导者犔０的状态狓０（狋） ［＝ ２狋， （ｓｉｎ
狋）］２

Ｔ

时，系统（１）使用

有限时间跟踪控制算法（２）时的状态轨迹。图３（ａ）和
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图３（ｂ）分别显示了坐标狓和狔坐标的跟踪误差，可以看出

系统跟随者的状态在有限时间内与领导者的状态达到一致，

其跟踪误差最终趋于零，即在有限时间内狓犻（狋）→狓０（狋）。

图２　固定拓扑结构下系统的状态轨迹

图３　跟踪误差

在切换拓扑结构下，系统的通信拓扑结构图切换顺序为

图１中的（ａ）→（ｂ）→（ｃ）→（ｄ）→（ａ），切换周期为１ｓ。算

法（３）中α＝０．３，初始状态随机给定，图４给出了当领导者

犔０的状态为狓０（狋）＝４时，系统（１）使用有限时间跟踪控制算

法（３）时的状态轨迹。可以看出，在切换拓扑网络结构下，只

要其网络拓扑结构图总是保持连通的，且任意时刻至少有一

个犪犻０为非零正数时，系统跟随者的状态在有限时间内与领

导者的状态达到一致，系统可以实现有限时间跟踪控制。

图４　切换拓扑结构下系统的状态轨迹

４　结　论

本文主要研究了多智能体系统的有限时间跟踪控制问

题。使用领导 跟随者模型，在领导者状态是时变的情况

下，提出了一类非线性有限时间跟踪控制算法，基于Ｌｙａ

ｐｕｎｏｖ有限时间稳定性理论和矩阵理论，通过构造合适的

Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数进行分析得到：在固定无向网络拓扑结构连

通，并且至少有一个跟随者可以参考到领导者的信息时，系

统能够实现有限时间跟踪。随后，针对切换网络拓扑结构，

提出了一类有限时间跟踪控制算法，通过分析得到，在任意

时刻无向网络拓扑结构连通且至少有一个跟随者可以参考

到领导者的信息时，系统中跟随者状态可以在有限时间内

与领导者状态（时不变）达到一致。
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