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摘　要：几何精度因子 （ＧＤＯＰ）是衡量一个定位系统精度的重要标准之一。为分析三维空间中 ＧＤＯＰ随几何
位置关系的变化，构建了ＧＤＯＰ分析模型。对ＧＤＯＰ的解算算法和典型四基站三维无源定位系统的分析表明，
测距精度最终导致的定位精度会随着用户处于不同的相对几何位置而产生明显波动和规律变化。在以球体作

为几何参考体的情况下，ＧＤＯＰ在不同 “经线”或 “纬线”上会出现不同程度的波动或近似为常数；延径向

向外ＧＤＯＰ不断增大；基站点处出现ＧＤＯＰ的间断点。这些分析结果可以作为用户选择基站或操作区域的基本
判据，并可为无源测距定位系统基准站点的布设提供参考。基站周边应当设定适当的保护距离以保持用户的

定位精度；用户应当尽可能在参考几何体内部运动；在系统设计中，应当充分考虑用户的活动区域等限制

因素。
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１　引言

几何精度因子在导航定位系统中有着广泛应用。

无线传感器网络中，ＧＤＯＰ是位置估计中考虑的重要
因素之一［１］；无线定位系统中，基站间不同的几何分布

方式对用户定位误差将具有不同的影响［２，３］；ＧＤＯＰ也
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是选择基站的重要因素［４，５］；在采用ＴＤＭＡ接入技术的
无源定位导航系统中，用户通过合理选择基站源，监听

它们报告的位置信息，就可以实现自身的相对定位和

导航功能，其中 ＧＤＯＰ是限制导航定位性能的核心因
素之一［６，７］。在高精度定位系统中要求精确的距离测

量和在待定位用户和测量基站之间具有良好的几何关

系，因此将ＧＤＯＰ定义为定位精度与距离测量精度的
比值。

在不同应用背景下，建立适当的 ＧＤＯＰ分析模型，
可为用户提供更好的导航定位服务。刘会杰等根据

ＧＤＯＰ的定义研究了最优定位星的问题［８］；邵良琪等

人在某有源测距导航定位系统中，实现了在 ＤＳＰ上计
算ＧＤＯＰ［９］；丛丽等分析了卫星导航中ＧＤＯＰ的影响因
素和具体应用情况［１０］；ＳｈｉｎｇＨ．Ｄｏｏｎｇ研究了在使用４
颗卫星定位中一种高效计算 ＧＤＯＰ的方法［１１］。本文

针对无源测距定位系统中ＧＤＯＰ的算法分析和仿真结
果进行了研究。

２　ＧＤＯＰ计算

在 ＴＤＭＡ接入方式下，用户通过不断接收定位
基准（称为基站）的位置消息，和测量消息的到达时

刻（Ｔｉｍｅｏｆａｒｒｉｖａｌ，ＴＯＡ），就可以得到用户自身相对
于基站的测量距离（伪距）。因此，可假设测量模

型为

ｒｉ＝｜Ｐ－Ｐｉ｜＋Ｃ·ξ

＝ （ｘ－ｘｉ）
２＋（

$

－
$ｉ）

２＋（
"

－
"ｉ）槡

２＋Ｃ·ξ （１）
其中，ｉ＝１，２，．．．，Ｎ；ｒｉ是平台自身相对于第 ｉ个基站
的距离测量值；Ｐ是单元自身外推的相对位置值，用三
维坐标表示为（ｘ，

$

，
"

）；Ｐｉ是第 ｉ个基站报告的位置
值，用三维坐标表示为（ｘｉ，$ｉ，"ｉ）；Ｃ是光速；ξ是到
达时间测量的定时偏差，且与基站相互独立。注，此

时测量模型是为进行 ＧＤＯＰ分析而建立的，其中没有
考虑基站和待定位用户相对于系统时间的同步偏

差。假设得到的位置坐标估计误差分别为 Δｘ、Δ$ 和
Δ"，并且测量噪声误差为 Δξ，那么对应的伪距误差可
近似表示为

Δｒｉ≈
ｒｉ
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ｘ＋
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其中αｉ＝（ｘ－ｘｉ）／ｒｍｉ；βｉ＝（$－$ｉ）／ｒｍｉ；γｉ＝（"－"ｉ）／ｒｍｉ；ｒｍｉ
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２，表示测试点到基站的

距离。注，（２）式是（１）式 Ｔａｙｌｏｒ展开中忽略高阶项的

近似表达式。用矩阵表示可记为ＡＸ＝Ｂ，其中

Ａ＝
α１ β１ γ１ Ｃ
   

αＮ βＮ γＮ
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，Ｂ＝
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（３）

当基站的数量Ｎ大于等于４时，可得到 Ｘ的最小二乘
解（ＡＴＡ）－１ＡＴＢ。根据中心极限定理，可假设伪距测量

偏差服从Ｇａｕｓｓ分布，满足Ｅ［Δｒｉ］＝０，Ｅ［ΔｒｉΔｒｊ］＝０（ｉ

≠ｊ），Ｅ［Δｒ２ｉ］＝σ
２
ｒ。因此，

Δｘ＝［Ａ
～＋］１，１∑

Ｎ

ｉ＝１
αｉΔｒｉ＋［Ａ

～＋］１，２∑
Ｎ

ｉ＝１
βｉΔｒｉ

＋［Ａ～＋］１，３∑
Ｎ

ｉ＝１
γｉΔｒｉ＋［Ａ

～＋］１，４∑
Ｎ

ｉ＝１
Δｒｉ

＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ρｉΔｒｉ （４）

其中，Ａ～＝ＡＴＡ；Ａ～＋为 Ａ～的满足ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ全部方程
的广义逆矩阵；

ρｉ＝［Ａ
～＋］１，１αｉ＋［Ａ

～＋］１，２βｉ＋［Ａ
～＋］１，３γｉ＋［Ａ

～＋］１，４ （５）

这里采用广义逆是因为在三维 ＧＤＯＰ计算过程中 Ａ～

存在奇异点，采用最小二乘解往往导致非唯一特性，给

分析结果带来不稳定因素；但是 Ａ～＋广义逆矩阵将导致
极小最小二乘解，且具有唯一性等良好性质，所以采用

广义逆计算ＧＤＯＰ值。因此

Ｅ［Δｘ］＝Ｅ∑
Ｎ
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ρｉΔｒ[ ]ｉ ＝∑Ｎｉ＝１Ｅ［ρｉΔｒｉ］＝∑
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２
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Ｎ

ｉ＝１
（ρｉΔｒｉ）[ ]２

＝σ２ｒ∑
Ｎ

ｉ＝１
ρ２ｉ （６）

由此可以看出位置 ｘ坐标偏差的方差 σ２ｘ是伪距测量

偏差的方差σ２ｒ和几何位置关系表征量 ρｉ的函数。考

虑到σ２ｒ为常数，因此 σ２ｘ仅是 ρｉ的函数。同理可求得
坐标

$

和坐标
"

的位置偏差满足

Ｅ［Δ$］＝０，Ｅ［Δ"］＝０，

σ２
$
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Ｎ

ｉ＝１
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Ｎ
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"

２
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其中

κｉ＝［Ａ
～＋］２，１αｉ＋［Ａ

～＋］２，２βｉ＋［Ａ
～＋］２，３γｉ＋［Ａ

～＋］２，４ （８）

５２１
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"ｉ＝［Ａ
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～＋］３，２βｉ＋［Ａ
～＋］３，３γｉ＋［Ａ

～＋］３，４

（９）
综上所述，将ＧＤＯＰ定义为

ＧＤＯＰ＝
σ２ｘ ＋σ２

$

＋σ２
"

σ２槡 ｒ
＝ ∑

Ｎ

ｉ＝１
（ρ２ｉ ＋κ

２
ｉ ＋"

２
ｉ槡
）

（１０）

而且当 Ａ～可逆时，常数 Ｃ≠０对 ＧＤＯＰ的计算结果无

影响；但是当 Ａ～不可逆时，由于计算机的计算精度、存
储数值的有效位数限制，以及求解广义逆过程等因素，

使得ＧＤＯＰ会受到常数 Ｃ的影响，此时需要合理的选
取常数Ｃ使得计算结果有效。由于Ｃ值的改变并不影
响几何位置关系，只是对测量模型中的误差项系数进

行了修正，所以在固定 Ｃ值情况下得到的 ＧＤＯＰ分析
仍然是有意义的。

３　三维无源测距定位系统

对于在空间内运动的用户而言，定位基准一般选

取为具有较高位置精度的地面固定基站。本节分析表

明，用户在定位基准构成的几何球体内部具有较好的

几何位置关系，因此在建立定位系统时应当尽可能使

参考几何体覆盖整个用户的运动区域。在这里主要讨

论典型的正方形四基站 ＧＤＯＰ分析［１２］，对于更加一般

的分布方式可采用类似分析方法。

３．１　基于几何体表面的ＧＤＯＰ分析
考虑Ｎ＝４个基站均匀分布在同一个圆环上时，文

献［１３］指出在二维平面上圆心位置 ＧＤＯＰ具有最小
值，圆边界上具有最大值。在三维空间的情况下，可以

通过坐标旋转将处于同一平面的４个基站变换到 ｘ－
$

坐标平面中且使圆心与坐标原点重合。采用球体作为

参考几何体时，可得到如图１所示的典型情况。这里
采用球体作为参考几何体，是因为其几何关系描述简

洁且理论分析简便。

当用户位于圆球上一点时可得 αｉ＝－ｃｏｓθｉ；βｉ＝
－ｃｏｓωｉ；γｉ＝－ｃｏｓηｉ（ｉ＝１，２，３，４）。由向量夹角的定义
可知，

　α１＝－ｃｏｓθ１＝
ｓｉｎｃｏｓφ－１

槡２ １－ｓｉｎｃｏｓ槡 φ
（１１）

　β１＝－ｃｏｓω１＝
ｓｉｎｓｉｎφ

槡２ １－ｓｉｎｃｏｓ槡 φ
（１２）

　γ１＝－ｃｏｓη１＝
ｃｏｓ

槡２ １－ｓｉｎｃｏｓ槡 φ
（１３）

图１　基站位于同一圆环上
Ｆｉｇ．１　Ｂａｓｅｓｔａｔｉｏｎｓａｒｅｏｎａｃｉｒｃｌｅ．

当ｉ＝２，３，４时，可得类似结果，且都为 φ和 的
函数。由式（２）可知，式（１１）至式（１３）中的 αｉ、βｉ和
γｉ是求解ＧＤＯＰ过程中的关键参数，θｉ、ωｉ和ηｉ是球面
测试点指向第ｉ个基站矢量与坐标轴矢量的夹角，关键
参数与夹角之间成负余弦关系，且可由测试点所处参考

几何体的相对位置（φ、）唯一决定。再适当选取模型
参数Ｃ，即可得到所需的分析模型。基于此，可得

Ａ～＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
α２ｉ ∑

Ｎ

ｉ＝１
αｉβｉ ∑

Ｎ

ｉ＝１
αｉγｉ Ｃ∑

Ｎ

ｉ＝１
αｉ

∑
Ｎ

ｉ＝１
βｉαｉ ∑

Ｎ

ｉ＝１
β２ｉ ∑

Ｎ

ｉ＝１
βｉγｉ Ｃ∑

Ｎ

ｉ＝１
βｉ

∑
Ｎ

ｉ＝１
γｉαｉ ∑

Ｎ

ｉ＝１
γｉβｉ ∑

Ｎ

ｉ＝１
γ２ｉ Ｃ∑

Ｎ

ｉ＝１
γｉ

Ｃ∑
Ｎ

ｉ＝１
αｉ Ｃ∑

Ｎ

ｉ＝１
βｉ Ｃ∑

Ｎ

ｉ＝１
γｉ ＮＣ

























２

（１４）

其中Ｎ＝４；

∑
４

ｉ＝１
α２ｉ＝１＋

ｓｉｎ２ｃｏｓ２φ
ｃｏｓ２＋ｓｉｎ２ｃｏｓ２φ

（１５）

∑
４

ｉ＝１
αｉγｉ＝

ｃｏｓｓｉｎｃｏｓφ
１－ｓｉｎ２ｓｉｎ２φ

（１６）

∑
４

ｉ＝１
β２ｉ＝１＋

ｓｉｎ２ｓｉｎ２φ
ｃｏｓ２＋ｓｉｎ２ｓｉｎ２φ

（１７）

∑
４

ｉ＝１
γ２ｉ＝

ｃｏｓ２（１＋ｃｏｓ２）
（１－ｓｉｎ２ｓｉｎ２φ）（１－ｓｉｎ２ｃｏｓ２φ）

（１８）

∑
４

ｉ＝１
βｉγｉ＝

ｃｏｓｓｉｎｓｉｎφ
１－ｓｉｎ２ｃｏｓ２φ

（１９）

∑
４

ｉ＝１
αｉβｉ＝０ （２０）

至此，可以得出 ＧＤＯＰ在几何球体上的取值仅取
决于其相对于球体的几何位置关系，计算结果如图２
和图３所示。
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图２　球面上不同“纬度”位置ＧＤＯＰ与旋转角φ的关系
Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎＧＤＯＰａｎｄｒｏｌｌｉｎｇ

ａｎｇｅｌｏｆφａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔ“ｌａｔｉｔｕｄｅｓ”

图３　球面上不同“经度”位置ＧＤＯＰ与旋转角的关系
Ｆｉｇ．３　ＴｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎＧＤＯＰａｎｄｒｏｌｌｉｎｇ

ａｎｇｅｌｏｆａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔ“ｌｏｎｇｉｔｕｄｅｓ”

从图２和图３中可以看出，在高“纬度”（０°～３０°）区
域，相对几何位置关系随“经度”变化不大，ＧＤＯＰ波动轻
微（峰峰值较小）；中、低“纬度”（４０°～８０°）区域ＧＤＯＰ波
动（峰峰值）随纬度降低而变大；低“纬度”（８０°～９０°）区域
ＧＤＯＰ开始趋向于常数。需要特别强调的是，在“赤道”
（９０°）上ＧＤＯＰ几乎等于常数，但是偏离“赤道”就会产生
较强的波动；基站点处是ＧＤＯＰ的可去间断点。

在数学上Ａ～＋为φ和的复杂函数，解析表示十分
困难。本文根据物理意义对计算结果加以说明和分析。

由于基站在“赤道”上均匀分布且各个基站之间对用户

而言是等价的，所以ＧＤＯＰ在同一“纬度”上呈现周期变
化。当用户在同一“纬度”上顺时针运动时，用户越靠近

基站则基站对ＧＤＯＰ的贡献越大，在基站的去心邻域内
具有较低的 ＧＤＯＰ值，随着远离基站 ＧＤＯＰ值增加，相
邻两基站等距处为ＧＤＯＰ的极大值点。在“极点”位置，
由于只有一点，所以ＧＤＯＰ为一常数，不随旋转角变化；
在赤道上类似于平面情况，但由于此时考虑了高度信息

对ＧＤＯＰ的贡献，且Ａ～出现不可逆情况，并采用 Ａ～＋计算
ＧＤＯＰ，因此得到的计算结果与文献［１３］中所得二维情
况下的分析结果数值上不同，但是它们都近似为常数，

在这一点上是一致的。具体推到过程见文献［１３］。
３．２　基于几何体径向的ＧＤＯＰ分析

在某一径向方向上，仍可采用与基站组成几何体

的相对关系来描述用户的位置，但是为了简化问题和

分析方便，引入几何相对距离的概念，即用户位置距几

何体中心的距离与几何体标准参考距离的比值。当几

何体为球形时，几何体中心为球心，标准参考距离为半

径。假设球体的半径为ｒ，用户与球心的距离为ｓ，那么
几何相对距离为ｓ／ｒ，记为δ，如图４所示。
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图４　几何相对距离示意图
Ｆｉｇ．４　Ｄｉａｇｒａｍｏｆｇｅｏｍｅｔｒｉｃｒｅｌａｔｉｖｅｄｉｓｔａｎｃｅ

　　当用户从球心延径向运动时，可得

α１＝－ｃｏｓθ１＝
δｓｉｎｃｏｓφ－１

１＋δ２－２δｓｉｎｃｏｓ槡 φ
（２１）

β１＝－ｃｏｓω１＝
δｓｉｎｓｉｎφ

１＋δ２－２δｓｉｎｃｏｓ槡 φ
（２２）

γ２＝－ｃｏｓη２＝
δｃｏｓ

１＋δ２－２δｓｉｎｃｏｓ槡 φ
（２３）

当 ｉ＝２，３，４时，可得类似结果，且都为 φ、和 δ的

函数；同时，Ａ～中的元素也均为 φ、和 δ的函数，
满足

∑
４

ｉ＝１
α２ｉ＝

２（１＋δ２）－２（３δ２－δ４）ｓｉｎ２ｃｏｓ２φ
（１＋δ２－２δｓｉｎｃｏｓφ）（１＋δ２＋２δｓｉｎｃｏｓφ）

＋ ２δ２（１＋δ２）ｓｉｎ２ｃｏｓ２φ
（１＋δ２－２δｓｉｎｓｉｎφ）（１＋δ２＋２δｓｉｎｓｉｎφ）

（２４）

∑
４

ｉ＝１
β２ｉ＝

２δ２（１＋δ２）ｓｉｎ２ｓｉｎ２φ
（１＋δ２－２δｓｉｎｃｏｓφ）（１＋δ２＋２δｓｉｎｃｏｓφ）

＋ ２（１＋δ２）－２（３δ２－δ４）ｓｉｎ２ｓｉｎ２φ
（１＋δ２－２δｓｉｎｓｉｎφ）（１＋δ２＋２δｓｉｎｓｉｎφ）

（２５）

∑
４

ｉ＝１
γ２ｉ＝

４δ２（１＋δ２）ｃｏｓ２（１＋δ４＋２δ２ｃｏｓ２）
（１＋δ２）２－４δ２ｓｉｎ２ｃｏｓ２( )φ （１＋δ２）２－４δ２ｓｉｎ２ｓｉｎ２( )φ

（２６）

∑
４

ｉ＝１
αｉβｉ＝

２δ２（δ２－１）ｓｉｎ２ｃｏｓφｓｉｎφ
（１＋δ２）２－４δ２ｓｉｎ２ｃｏｓ２( )φ

＋ ２δ
２（δ２－１）ｓｉｎ２ｃｏｓφｓｉｎφ

（１＋δ２）２－４δ２ｓｉｎ２ｓｉｎ２( )φ

＝ ４δ２（δ２－１）ｓｉｎ２ｃｏｓφｓｉｎφ（１＋δ４＋２δ２ｃｏｓ２）
（１＋δ２）２－４δ２ｓｉｎ２ｃｏｓ２( )φ （１＋δ２）２－４δ２ｓｉｎ２ｓｉｎ２( )φ

（２７）

∑
４

ｉ＝１
αｉγｉ＝

２δ２（δ２－１）ｃｏｓｓｉｎｃｏｓφ
（１＋δ２）２－４δ２ｓｉｎ２ｃｏｓ２( )φ

＋ ２δ２（１＋δ２）ｃｏｓｓｉｎｃｏｓφ
（１＋δ２）２－４δ２ｓｉｎ２ｓｉｎ２( )φ

＝ ４δ４ｃｏｓｓｉｎｃｏｓφ（１＋δ４＋２δ２ｃｏｓ２）
（１＋δ２）２－４δ２ｓｉｎ２ｃｏｓ２( )φ （１＋δ２）２－４δ２ｓｉｎ２ｓｉｎ２( )φ

（２８）

∑
４

ｉ＝１
βｉγｉ＝

２δ２（δ２－１）ｃｏｓｓｉｎｓｉｎφ
（１＋δ２）２－４δ２ｓｉｎ２ｓｉｎ２( )φ

＋ ２δ２（１＋δ２）ｃｏｓｓｉｎｓｉｎφ
（１＋δ２）２－４δ２ｓｉｎ２ｃｏｓ２( )φ

＝ ４δ４ｃｏｓｓｉｎｓｉｎφ（１＋δ４＋２δ２ｃｏｓ２）
（１＋δ２）２－４δ２ｓｉｎ２ｓｉｎ２( )φ （１＋δ２）２－４δ２ｓｉｎ２ｃｏｓ２( )φ

（２９）

式（２１）至式（２３）中的 αｉ、βｉ和 γｉ是求解 ＧＤＯＰ过程

中的关键参数，θｉ、ωｉ和 ηｉ是空间中任意测试点指向

第 ｉ个基站矢量与坐标轴矢量的夹角，关键参数与夹

角之间依然成负余弦关系，且可由测试点所处参考几

何体的相对位置（φ、、δ）唯一决定。选取模型参数 Ｃ

与球面分析时相同，即得到径向的分析模型。因此

ＧＤＯＰ在几何球体径向上的取值也仅取决于其相对于

球体的几何位置关系，计算结果如图５所示。

用户超出参考球体时，基站对用户的定位服务性

能将逐渐减弱。考虑一种极端情况，当基站围成的区

域远远小于其相对于用户的距离时，任意基站对用户

定位能力的贡献将近似于，同一方向上一个基站的性

能，在三维定位中具有很差的几何位置关系。当用户

位于几何球体内部时，基站可为用户在各个方向上提

供较好的定位服务；当超出几何球体时，用户不能在所

有方向上都有效地修正自己的位置误差，必将导致某

一方向系统定位性能下降：在“赤道”正上方时，系统

依然能够较好的为用户提供ｘ轴和 ｙ轴方向上的定位

服务，但是在
"

轴方向上的性能主要取决于与基站距

离和基站数量等因素，性能随着距离的增加而减弱；在
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接近“赤道”的径向上，用户一旦超出球体，那么系统

在ｘ轴、ｙ轴和ｚ轴方向上的定位能力均将迅速减弱。
从图５所示的计算结果可以看出，随着几何相对距离δ
的增大ＧＤＯＰ也增加，且当δ＞１时，随着“纬度”的降低
ＧＤＯＰ增加的速度也在加快。需要特别注意的是，在
基站点处会出现跳跃间断点，这是由于对于伪距测量

模型中位置信息的缺失造成的［１３］。

图５　ＧＤＯＰ随几何相对距离的变化
Ｆｉｇ．５　ＴｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎＧＤＯＰ
ａｎｄｇｅｏｍｅｔｒｉｃｒｅｌａｔｉｖｅｄｉｓｔａｎｃｅ

４　结论

通过建立适当的参考几何体模型，分析 ＧＤＯＰ与
几何参数的变化规律，可以为无源测距定位系统设计

提供基本依据。本文详细分析了四基站球形参考几何

体定位系统中 ＧＤＯＰ在球体表面和延径向的变化情
况。分析表明，无源测距定位系统中的基站周边应当

设定适当的保护距离以保持用户的定位精度；用户应

当尽可能在参考几何体内部运动；在系统设计中，应当

充分考虑用户的活动区域等限制因素。
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