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摘　要：为了直接处理相干宽带信号和提高其波达方向估计的分辨率，提出一种基于宽带协方差矩阵的多字典联

合稀疏分解估计方法。首先，利用多个频率点处的过完备基对其协方差矩阵进行稀疏表示，然后形成多个字典的

多测量矢量稀疏表示模型，最后通过多字典稀疏表示系数的联合稀疏约束以求解稀疏反问题的形式实现宽带信

号的波达方向估计。对于均匀线阵结构，多字典协方差矩阵稀疏表示系数的联合稀疏性使其不再受空域采样条

件的限制，既可以通过增大阵元间距提高分辨率，而又无空域混叠现象。通过对噪声功率的预估计抑制噪声，提

高了波达方向估计的稳健性。另外，该方法与信号协方差矩阵的秩无关，对相干信号和不相干信号都适用。仿真

实验验证了该方法的有效性。
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１　引言

宽带信号波达方向（ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｏｆａｒｒｉｖａｌ，ＤＯＡ）估
计作为阵列信号处理的研究热点，已在雷达、声呐、麦

克风阵列等领域有着重要应用。宽带信号 ＤＯＡ估计
方法主要有不相干信号子空间方法（ＩｎｃｏｈｅｒｅｎｔＳｉｇｎａｌ
ＳｕｂｓｐａｃｅＭｅｔｈｏｄ，ＩＳＳＭ）、相干信号子空间方法［１］（Ｃｏ
ｈｅｒｅｎｔＳｉｇｎａｌＳｕｂｓｐａｃｅＭｅｔｈｏｄ，ＣＳＳＭ）和贝叶斯类方
法［２］。ＩＳＳＭ主要借助离散傅里叶变换（ＤＦＴ）或滤波
器组将宽带信号转换成窄带模型，再利用窄带处理算

法如ＭＵＳＩＣ［３］等实现其ＤＯＡ估计。ＣＳＳＭ的主要思想
是将不同频率点上的数据聚焦到参考频率点上，再进

行窄带处理。ＣＳＭ相对于 ＩＳＭ方法主要有运算量小，
解相干等优点，但需要较好的角度预估计［４］。但无论

是ＣＳＭ、ＩＳＭ，还是贝叶斯类方法，其分辨率仍受到阵
列孔径的约束，并且对于均匀线阵（ＵＬＡ，ｕｎｉｆｏｒｍｌｉｎｅ
ａｒａｒｒａｙ）而言，阵元间距必须满足空域采样定理（阵元
间距小于或等于最高频率对应的半波长），否则会产生

空域混叠现象。

近年来，稀疏分解及其压缩感知［５］作为一种新颖

的方法已广泛应用于雷达成像［６］、信道估计［７］等领域，

而信源空间分布的稀疏特性为利用该理论实现 ＤＯＡ
估计提供了可能。由于基于稀疏表示的 ＤＯＡ估计方
法在理论上具有不需要信号的统计特性、解相干等诸

多优点［８］，因而备受关注。文献［８］首次利用稀疏分
解思想讨论了宽带信号的ＤＯＡ估计，并结合奇异值分
解提出了Ｌ１ＳＶＤ算法，该算法与ＩＳＳＭ方法相同，直接
在每个窄带频率点上建立不同的字典实现宽带 ＤＯＡ

估计，但该方法在线阵结构中，仍受空域采样条件的约

束。最近，Ｚ．Ｊ．Ｔａｎｇ［９］等人通过多字典的联合稀疏
表示和联合稀疏约束给出了线阵结构中宽带无混叠的

充分条件，但噪声并未得到很好的抑制。

本文提出一种基于宽带协方差矩阵的多字典联合

稀疏表示ＤＯＡ估计方法。首先通过对每个频率点处

的协方差矩阵建立字典进行稀疏表示，建立多个字典

的多测量矢量（ＭｕｌｔｉｐｌｅＭｅａｓｕｒｅｍｅｎｔＶｅｃｔｏｒｓ，ＭＭＶ）稀
疏表示模型，由于多个字典的稀疏表示系数具有共同

的稀疏结构，因此即使阵元间距大于最高频率对应的

半波长，也不破坏其稀疏结构，即不发生混叠现象。然

后利用多个字典的联合稀疏约束实现宽带信号的

ＤＯＡ估计。稀疏反问题求解中，通过协方差矩阵的最

小特征值对噪声功率预估计抑制了部分噪声，提高了

其数值稳定性。另外，与传统宽带信号子空间方法相

比，该方法不依赖于信号协方差矩阵的秩，对相干信号

与不相干信号都适用。

２　信号模型

设Ｐ个信源位于间距为ｄ的Ｍ（Ｍ＞Ｐ）个同向均
匀线阵结构的远场，信源来波方向为 θ＝［θ１，θ２，…，

θＰ］
Ｔ，所有信源频带位于［ωＬ，ωＨ］内，则通过滤波器组

或ＤＦＴ可得阵列的宽带模型［１］［４］为

Ｘ（ωｉ）＝Ａ（ωｉ，θ）Ｓ（ωｉ）＋Ｎ（ωｉ），ｉ＝１，…，Ｋ

（１）
式中，Ｋ为ＤＦＴ点数，Ｘ（ωｉ）＝［Ｘ１（ωｉ），Ｘ２（ωｉ），…，ＸＭ
（ωｉ）］

Ｔ为宽带模型的矢量表示，Ｓ（ωｉ）＝［Ｓ１（ωｉ），Ｓ２
（ωｉ），…，ＳＰ（ωｉ）］

Ｔ为Ｐ个入射信号在频率 ωｉ处的频

谱，Ｎ（ωｉ）＝［Ｎ１（ωｉ），Ｎ２（ωｉ），…，ＮＭ（ωｉ）］
Ｔ为频域观

测噪声，设Ｎ（ωｉ）为白噪声过程且与入射信号 Ｓ（ωｉ）
不相关，Ａ（ωｉ，θ）为宽带阵列流型，且有

Ａ（ωｉ，θ）＝［ａ（ωｉ，θ１），ａ（ωｉ，θ２），…，ａ（ωｉ，θＰ）］∈"

Ｍ×Ｐ

（２）
式中，ａ（ωｉ，θｐ）＝［１，ｅｘｐ（－ｊωｉｄｓｉｎ（θｐ）／ｃ），…，ｅｘｐ

（－ｊωｉ（Ｍ－１）ｄｓｉｎ（θｐ）／ｃ）］
Ｔ，θｐ∈（－#／２，#／２），ｐ＝１，

…，Ｐ，ｃ为信源传播速度。
对于均匀线阵（ＵＬＡ），阵元间距ｄ越大，阵列孔径

越大，有利于提高分辨率，但仍需满足空域采样定理（ｄ

≤#

ｃ／ωｉ），否则会发生空域混叠现象，即存在 θｐ′∈
（－

#

／２，
#

／２）（θｐ′≠θｐ），ｌ∈!

使得

ωｉ
ｄ
ｃｓｉｎ（θｐ）＝ωｉ

ｄ
ｃｓｉｎ（θｐ′）＋ｌ （３）

成立，此时，其空间谱会出现伪峰或其波束图会出现

栅瓣。

３　宽带协方差矩阵的联合稀疏分解ＤＯＡ估
计方法

３．１　宽带协方差矩阵的联合稀疏表示

为简单起见，Ｘ（ωｉ）和 Ａ（ωｉ，θ）分别简写为 Ｘｉ＝

［Ｘ１ｉ，Ｘ２ｉ，…，ＸＭｉ］
Ｔ和 Ａｉ（θ）＝［ａｉ（θ１），ａｉ（θ２），…，ａｉ

（θＰ）］，则第ｉ个频率点ωｉ处的协方差矩阵为：

Ｒｉ＝Ｅ｛ＸｉＸ
Ｈ
ｉ｝＝Ａｉ（θ）Ｒｓ（ωｉ）Ａ

Ｈ
ｉ（θ）＋σ

２
ｉＩＭ∈"

Ｍ×Ｍ

（４）

７８６
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其中，Ｒｓ（ωｉ）∈"

Ｐ×Ｐ为信源在 ωｉ处的协方差矩阵，σ
２
ｉ

为对应的噪声功率，ＩＭ为 Ｍ×Ｍ单位阵。若 Ｐ个信源

不相干，则Ｒｓ（ωｉ）为满秩矩阵，通过对Ｒｉ作特征分解，

可以分离出信号子空间和噪声子空间，由于 Ａｉ（θ）的

列空间与信号子空间张成同一子空间，因此 Ａｉ（θ）与

噪声子空间正交，子空间类方法［３］正是基于此而提出

的，当不满足空域采样条件时，使得与 θｐ′对应的导向

矢量ａｉ（θｐ′）也属于信号子空间，因此会出现伪峰或空

域混叠。

为了利用稀疏分解思想实现ＤＯＡ估计，首先需要

对某个数据进行稀疏表示，文献［８］讨论了式（１）的稀

疏表示，本文主要讨论协方差矩阵 Ｒｉ的稀疏表示。设

集合 θ
～
＝｛θ
～
１，θ
～
２，…，θ

～
Ｑ｝表示整个 ＤＯＡ空间区域的

一个采样集合，共分成 Ｑ（ＱＭ）个栅格点，于是整个

空间内ωｉ处所形成的流型矩阵为

Ａｉ（θ
～
）＝［ａｉ（θ

～
１），ａｉ（θ

～
２），…，ａｉ（θ

～
Ｑ）］∈"

Ｍ×Ｑ

（５）

由于ＱＭ，故称 Ａｉ（θ
～
）为过完备基或字典。据式

（４），Ｒｉ的第ｍ列为

ｒｉｍ＝Ｅ｛ＸｉＸ

ｍｉ｝＝Ａｉ（θ

～
）ｂｉｍ＋σ

２
ｉｅｍ，ｍ＝１，２，…，Ｍ

（６）

式中，ｂｉｍ∈"

Ｑ×１为字典 Ａｉ（θ
～
）的稀疏表示系数，ｅｍ∈

!

Ｍ×１的第ｍ行为１，其余全为零。若 ｂｉｍ的第 ｑ行为非

零元素，则意味着对应 θ
～
ｑ＝θｐ（ｐ＝１，…，Ｐ）处存在一

个信源 （若θｑ不在栅格点上，则θｐ≈θ
～
ｑ），ｂｉｍ中非零元

素的个数为Ｐ。因 ｂｉｍ为单个列稀疏向量，故称式（６）

为单个快拍矢量（ＳｉｎｇｌｅＭｅａｓｕｒｅｍｅｎｔＶｅｃｔｏｒ，ＳＭＶ）模

型的稀疏表示。将式（６）中的 Ｍ个 ＳＭＶ矢量合成一

个矩阵，式（６）又可改写为

Ｒｉ＝Ａｉ（θ
～
）Ｂｉ＋σ

２
ｉＩＭ （７）

其中，Ｂｉ＝［ｂｉ１，ｂｉ２，…，ｂｉＭ］，很明显，Ｂｉ中的每列稀疏

向量都具有共同的稀疏结构（非零元素个数和对应的

位置都相同），因此称 Ｂｉ具有联合稀疏性，对应式（７）

称之为多测量矢量（ＭＭＶ）模型。

文献［１０］已经证明，当 Ｂｉ足够稀疏时，式（７）的

表示系数Ｂｉ是唯一的。因此，若能求得唯一的稀疏表

示系数Ｂｉ，则通过Ｂｉ对应非零行的位置就可以估计出

ＤＯＡ参数θ。
３．２　多字典联合稀疏反问题的求解

设μ（Ｂｉ）表示矩阵 Ｂｉ的非零行对应的索引集合

（位置）， μ（Ｂｉ） ＝Ｐ表示 Ｂｉ中非零行的个数（稀疏

度），则对应 ＤＯＡ参数估计问题可以表述为如下约束
最优化问题：

ｍｉｎ
Ｂ^ｉ

μ（Ｂ^ｉ） ，ｓｕｂｊｅｃｔｔｏＲｉ＝Ａｉ（θ
～
）Ｂ^ｉ＋σ

２
ｉＩ，

ｉ＝１，２，…，Ｋ （８）

式中，Ｂ^ｉ表示对 Ｂｉ的估计。式（８）称为单个频率点 ωｉ
处的单字典稀疏优化模型，与常规不相干信号子空间

方法（ＩＳＳＭ）相同，但式（８）的求解不依赖于信号协方
差矩阵 Ｒｓ（ωｉ）的秩，因此对相干信号仍适用。据式
（８）知，其相当于求解Ｋ个单字典稀疏优化模型，本文

将考虑Ｋ个字典的联合稀疏处理。
文献［９］已经证明，当多个字典存在时，若对任意

２个不同的字典 Ａｉ（θ
～
）与 Ａｈ（θ

～
），且 ωｉ≠ωｈ，则求得

的ＤＯＡ估计无混叠的充分条件为

０＜ ωｉ－ωｈ ＜
ｃ
#

ｄ （９）

该定理指出，只要满足式（９），就不会产生空域混叠现
象，因此，阵元间距不再受空域采样条件的限制。将多

个字典优化模型（８）组合为一个新的最优化模型：

ｍｉｎ
Ｂ^ｉ

μ（Ｂ^ｉ） ，ｆｏｒｉ＝１，２，…，Ｋ

ｓｕｂｊｅｃｔｔｏ　Ｒｉ＝Ａｉ（θ
～
）Ｂ^ｉ＋σ

２
ｉＩＭ ａｎｄ

μ（Ｂ^ｉ）＝μ（Ｂ^ｈ）ｆｏｒｉ≠ｈ （１０）

式中，μ（Ｂ^ｉ）＝μ（Ｂ^ｈ）为无混叠的约束条件。最优化问

题（１０）相当于组合优化问题，其为 ＮＰ难问题，可以将
其转化为１范数凸优化ＢＰ（ｂａｓｉｓｐｕｒｓｕｉｔ）问题求解［５］。

式（１０）中的约束条件μ（Ｂ^ｉ）＝μ（Ｂ^ｈ）相当于同一稀疏

结构约束，为了对其进行联合稀疏约束，设待估计变量

Ｂ^＝［Ｂ^１，Ｂ^２，…，Ｂ^Ｋ］，很显然，Ｂ^的行之间具有稀疏性，

而列之间不具有稀疏性。设ｂ°＝［ｂ°１，ｂ°２，…，ｂ°Ｑ］
Ｔ，ｂ°中

的每一个元素为 Ｂ^对应该行向量的２范数，即ｂ°ｑ＝‖Ｂ^
［ｑ，：］‖２，而‖ｂ°‖１表示只对 Ｂ^在空域 θ

～
上进行稀

疏约束。因此，式（１０）对应的ＢＰ优化模型为

８８６
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ｍｉｎ
Ｂ^

‖ｂ°‖１，ｓｕｂｊｅｃｔｔｏ　Ｒｉ＝Ａｉ（θ～）Ｂ^ｉ＋σ２ｉＩＭ，

ｆｏｒｉ＝１，…，Ｋ （１１）

其中，‖ｂ°‖１表示对所有字典的表示系数 Ｂ^的联合行
稀疏约束。

事实上，噪声总是存在的，Ｒｉ可用其估计式 Ｒ^ｉ＝

∑Ｎ

ｎ＝１
ＸｉｎＸ

Ｈ
ｉｎ／Ｎ代替，Ｎ为频域快拍数。噪声功率σ

２
ｉ可

用 Ｒ^ｉ的最小特征值作为其估计，此时，式（１１）对应的

正则化优化模型为

ｍｉｎ
Ｂ^
∑
Ｋ

ｉ＝１
‖Ｒ^ｉ－Ａｉ（θ～）Ｂ^ｉ－σ^２ｉＩＭ‖２Ｆ＋!‖ｂ°‖１

（１２）

式中，
!

为正则化参数，‖·‖２Ｆ表示 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数。据

最优化问题式（１２）可知，Ｒ^ｉ，Ａｉ（θ
～
），^σ２ｉ均为已知条

件，若能求得 Ｂ^或 ｂ^°，则通过其非零行对应的位置即

可估计出参数 θ。最优化问题式（１２）为凸优化问题，

可以采用二阶锥规划［１２］（ＳＯＣＰ，ｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｃｏｎｅｐｒｏ

ｇｒａｍｍｉｎｇ）求解，为了将其转化为标准ＳＯＣＰ形式，先引

入辅助变量
"

和η使得目标函数为线性函数，然后，式

（１２）对应的标准ＳＯＣＰ形式为

ｍｉｎ
Ｂ^，

#

，
"

，η

　
"

＋
!η

ｓｕｂｊｅｃｔｔｏ１ＴＱ#≤η，‖Ｂ^［ｑ，：］‖
２

２
≤#ｑ，ｑ＝１，２，…，Ｑ

ａｎｄ∑
Ｋ

ｉ＝１
‖Ｒ^ｉ－Ａｉ（θ～）Ｂ^ｉ－σ^２ｉＩＭ‖

２

Ｆ
≤"

（１３）

式中，１Ｑ为全１的Ｑ维列向量。为了减小字典本身对

稀疏结构的影响，应该对每个字典的列向量用其２范

数归一化［１１］，形如式（１３）的标准 ＳＯＣＰ问题可用数值

软件包ｓｅｄｕｍｉ［１３］或ＣＶＸ［１４］求解。

综上所述，多字典宽带联合稀疏分解ＤＯＡ估计方

法可总结如下：

Ｓｔｅｐ１：首先，根据式（１）得到频域快拍模型数据。

Ｓｔｅｐ２：估计单个频率点ωｉ处的协方差矩阵：

Ｒ^ｉ＝∑
Ｎ

ｎ＝１
ＸｉｎＸ

Ｈ
ｉｎ／Ｎ，ｉ＝１，２，…，Ｋ．

并对 Ｒ^ｉ作特征分解，将其最小特征值 σ^
２
ｉ作为对σ

２
ｉ的

估计。

Ｓｔｅｐ３：根据式（５）生成字典Ａｉ（θ
～
），ｉ＝１，２，…，Ｋ．

Ｓｔｅｐ４：由Ｓｔｅｐ２和Ｓｔｅｐ３得到的 Ｒ^ｉ，^σ
２
ｉ，Ａｉ（θ

～
），ｉ＝１，２，

…，Ｋ代入优化模型（１３）求解 ｂ°，通过找到 ｂ°非零行

对应的位置或谱峰搜索的方式估计ＤＯＡ参数θ即可。

４　仿真试验与分析

４．１　相干信号情况
设阵列结构为 ＵＬＡ结构，阵元数 Ｍ＝８，信源数 Ｐ

＝３，θ＝［－２０°，１５°，２５°］Ｔ，宽带信源为３个语音信号，
对其作短时傅里叶变换（ＳＴＦＴ）得 Ｓ（ω）＝［Ｓ１（ω），Ｓ２
（ω），Ｓ３（ω）］

Ｔ，然后再利用式（１）建立宽带模型，其中
Ｓ２（ω）与 Ｓ３（ω）为相干信号（相干系数为０．９９），频域
快拍数 Ｎ＝５００。信源频带位于［２

#

ｆＬ，２#ｆＨ］内，ｆＬ＝

５００Ｈｚ，ｆＨ＝３６２５Ｈｚ，θ
～
∈［－９０°，９０°］以步长 １°为间

隔，阵元间距ｄ＝０．１ｍ（大于最高频率对应的半波长），
ｃ＝３４０ｍ／ｓ，然后按照３．２节中的４个步骤进行仿真实
验，信噪比（ＳＮＲ）为 １０ｄＢ，同时选取 ＣＳＳＭ［１］，ＭＵ
ＳＩＣ［３］，Ｌ１ＳＶＤ［８］算法为本文方法作对比，ＣＳＳＭ的聚
焦频率为最高频率３６２５Ｈｚ。实验结果如图１所示（图
１（ｄ）中的本文方法为所有频率点处稀疏系数的叠
加），据图１可知，ＭＵＳＩＣ不能解相干，ＣＳＳＭ和Ｌ１ＳＶＤ
虽然能解相干，但却出现了伪峰，而本文方法既能够分

辨出真实的ＤＯＡ参数，也没有出现伪峰。
４．２　不相干信号情况

实验选取 ２个频率 ｆ１＝２５ＫＨｚ，ｆ２＝３５ＫＨｚ按式

（１）建立宽带接收模型，其中，θ＝［１０°，１５°］Ｔ，２个等
功率信源Ｓ（ωｉ）＝［Ｓ１（ωｉ），Ｓ２（ωｉ）］

Ｔ服从高斯分布，

ＳＮＲ＝１０ｌｇ（σ２ｓ／σ
２
ｎ），σ

２
ｓ、σ

２
ｎ分别为信号功率和噪声功

率，ｃ＝１５００ｍ／ｓ（水下声波传播速度），由此可知空域采
样无模糊的最高阵元间距为 ｄｍａｘ＝０．０２１４ｍ（ｄ≤０．５ｃ／

ｆ２），本次实验选取ｄ＝０．０７ｍ，ｄ的选取满足式（９）。 θ
～

∈［－９０°，９０°］以步长１°为间隔，信噪比 ＳＮＲ＝０ｄＢ，最
终的空间谱为２个频率点处稀疏系数的叠加，即 ｂ°。
实验结果如图２所示，从该图可知，虽然 ＭＵＳＩＣ［３］、Ｌ１
ＳＶＤ［８］、ＣＡＰＯＮ［１５］都在真实角度 １０°与 １５°出现了谱
峰，但都出现了许多伪峰，致使真实 ＤＯＡ参数的位置
无法判别，而本文方法却能够准确的估计，既无伪峰，

又表现出来更高的谱分辨特性。

９８６
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图１　相干宽带信号情况下不同算法的比较

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｉｎｔｈｅｃａｓｅｏｆｃｏｈｅｒｅｎｔｗｉｄｅｂａｎｄｓｉｇｎａｌｓ

图２　不相干信号情况下不同算法的比较

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｉｎｔｈｅ

ｃａｓｅｏｆｉｎｃｏｈｅｒｅｎｔｗｉｄｅｂａｎｄｓｉｇｎａｌｓ

　　选择均方根误差进一步考察本文方法的估计性

能。以ｄ＝０．０２１４ｍ（满足空域采样定理），θ＝［８．４９°，

１５．５１°］Ｔ为实验条件做２００次蒙特卡洛（ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ）

独立实验，将栅格在峰值位置处细化，其他实验条件不

变。均方根误差（ＲＭＳＥ）定义为

ＲＭＳＥ＝ １
４００∑

２

ｐ＝１
∑
２００

ｍ′＝１
（^θｍ′ｐ －θｐ）[ ]２

１
２

式中，^θｍ′ｐ 表示第 ｍ′次实验对真实 ＤＯＡ参数 θｐ的估

计。实验结果如图３所示，从图中可以看出，本文方法

表现出了更低的均方根误差特性，更接近于克拉美劳

下界［１］（ＣＲＬＢ），而 Ｌ１ＳＶＤ算法的有偏特性［８］使得其

ＲＭＳＥ要低于ＭＵＳＩＣ［３］算法。

０９６
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图３　不同算法的均方根误差曲线

Ｆｉｇ．３　ＴｈｅＲＭＳＥｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｖｅｒｓｕｓＳＮＲ

５　结束语

本文着重讨论了宽带信号的 ＤＯＡ估计，与以往稀
疏分解方法不同，本文建立了基于协方差矩阵的多个字

典的联合稀疏表示模型，并通过多字典联合稀疏反问题

实现其ＤＯＡ估计，通过联合稀疏处理，阵列孔径不再受
空域采样条件的限制，实验结果表明可以在增大阵元间

距的同时，提高阵列孔径，而又无空域混叠现象，提高了

谱分辨率。同时，该方法对相干信号与非相干信号都适

用，噪声功率的预估计提高了其数值稳健性。
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