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摘　要：可靠的无线通信需要准确地知道下层信道的信息，因此需要进行信道估计。而许多真实信道表现为仅

有一些相对较少的非零信道系数的稀疏多径信道。对于稀疏多径信道的估计，传统方法例如最小二乘法，没

有利用稀疏信道本身的低维度特性，所需训练序列的长度较长，因此估计代价较大。基于压缩感知的信道估

计方法，利用稀疏先验信息，能较大地缩短所需训练序列的长度，获得较好的估计效果。该文结合压缩感知

观测矩阵的特点，证明了当训练序列的长度不长于信道冲激响应的长度，且托普利兹观测矩阵的行数小于列

数时，观测矩阵仍然满足有限等距性质；明确提出了稀疏多径信道估计中所使用的观测矩阵的构造条件。实

验结果验证了这种优化了的托普利兹观测矩阵的可行性和实用性。
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１　引言

信道估计，简单说来，就是求出一个信道的近似冲

激响应，使之尽可能地接近于真实的信道冲激响应，以

便在接收端进行信道补偿，从而提高整个系统的性能。

在一些特殊的场合，如水下信道模型［１］、高解析电视传

播信道［２］、超宽带信道［３］，信道会有很长的时延扩展，

但是信号却只经过少数几条路径，对于这类用有限冲

激响应（ＦｉｎｉｔｅＩｍｐｕｌｓｅＲｅｓｐｏｎｓｅ，简称ＦＩＲ）模型建模的

信道，只有少数抽头系数为非零值，称这种信道为稀疏

多径信道。对于稀疏多径信道的估计，传统方法例如

最小二乘法（ＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｓ，简称ＬＳ），没有利用稀疏信

道本身的低维度特性，所需训练序列的长度较长，因此

估计代价较大。本文介绍的基于压缩感知（Ｃｏｍｐｒｅｓ

ｓｅｄＳｅｎｓｉｎｇ，简称ＣＳ）的方法，利用稀疏先验信息，能较

大地缩短所需训练序列的长度，获得较好的估计效果。

文献［４］阐述了压缩感知理论的三个要素，即信号的

稀疏变换、稀疏信号的非相关测量以及稀疏信号的重

建算法。将压缩感知理论应用于稀疏多径信道估计，

其关键是找到与实际系统中的已知信息相对应的观测

矩阵，且它满足有限等距性质（ＲｅｓｔｒｉｃｔｅｄＩｓｏｍｅｔｒｙＰｒｏｐ

ｅｒｔｙ，简称ＲＩＰ）［５］。文献［６］给出了一种证明随机矩阵

满足ＲＩＰ条件的方法。

压缩感知理论的应用前提是研究对象的稀疏性。

近年来，由于对一些多径信道的实际测量的实验数据

显示出其稀疏性的特点，因此在将压缩感知理论应用

于稀疏多径信道估计这一领域出现了一些研究文献，

其中Ｗ．Ｕ．Ｂａｊｗａ等人的研究成果很有启发意义。文

献［７］较早地将压缩感知理论应用于稀疏多径信道估

计，并分析了这种方法的可行性。文献［８］针对观测

矩阵理论在稀疏多径信道估计这一应用背景下做了相

应的研究，指出了研究托普利兹矩阵的重要性。文献

［９］提出了证明观测矩阵满足 ＲＩＰ条件的方法；证明

了当训练序列的长度长于信道冲激响应的长度时，在

一定参数限制条件下，托普利兹观测矩阵满足 ＲＩＰ条

件；还证明了不受训练序列的长度约束的托普利兹观

测矩阵在一定参数限制条件下也满足 ＲＩＰ条件，但矩

阵的行数要大于列数，这不同于一般的压缩感知观测

矩阵的特点，因此估计代价仍然较大。

２　问题模型

２．１　压缩感知理论
压缩感知理论的简单描述：只要信号在某一个正

交空间具有稀疏性，就能以相对较低的频率（ｍ＜＜ｎ）采
样信号，而且可以以高概率重构该信号。

压缩感知理论的主要内容：（１）信号的稀疏变换：
任意ｎ采样的信号 ｘ（ｎ×１）在某一正交基或紧框架

!!!!

（ｎ×ｎ）上是稀疏的，即该信号的稀疏表示中含有Ｋ个非
零值；（２）稀疏信号的非相关测量：通过观测矩阵Φ（ｍ
×ｎ）实现信号从高维空间到低维空间的线性投影，得
到观测值向量 ｙ（ｍ×１）；（３）稀疏信号的重建算法：利
用优化求解方法从 ｙ中精确或高概率地重构信号 ｘ。
对应公式表示如下［１０］：

ｘ＝
!!!!

（１）
ｙ＝Φｘ＝Φ!!!! ＝Θ （２）

ｘ^＝ａｒｇｍｉｎ‖
!!!!

Ｔｘ′‖０ ｓ．ｔ．　Φｘ′＝ｙ （３）

其中 是稀疏系数向量，且含有 Ｋ个非零值，
!!!!

Ｔ是
!!!!

的

转置矩阵，ｘ^是重构的信号。
２．２　多径信道模型

如果发射一个单脉冲，那么它通过多径信道后，接

收到的信号将是一个脉冲序列。这个脉冲序列的时延

扩展等于最先到达信号分量和最后到达信号分量之间

的时间延迟。

假设等效基带发送信号为 ｓ（ｔ），相应的等效基带
接收信号为ｒ（ｔ），等效基带信道冲激响应为 ｈ（

$

，ｔ），
时延扩展为Ｔｍ，则有

ｒ（ｔ）＝∫
Ｔｍ

０
ｈ（

$

，ｔ）ｓ（ｔ－
$

）ｄ
$

（４）

这里忽略噪声的影响。

对于频率选择性衰落信道，假设发射机、接收机和

反射体在所分析的时间内都是静止的或缓慢移动的

（准静止态），且反射体的数量、位置和特性也是固定

的，那么多个信号路径的特性就是固定的。等效基带

信道冲激响应在所分析的时间内保持为常数，即 ｈ（
$

，

ｔ）≈ｈ（$，０）＝ｈ（$），则 ｈ（$）可离散表示为直射路径分
量及所有可分辨多径分量之和：

ｈ（
$

）＝∑
Ｎｐａｔｈ

ｉ＝０
αｉδ（$ －$ｉ） （５）

其中ｉ＝０对应直射路径，Ｎｐａｔｈ表示可分辨多径的数目，

$ｉ表示各径的时延（$ｉ∈［０，Ｔｍ］），αｉ表示各径的幅度

０８８
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增益（αｉ∈Ｒ，Ｒ为实数集）。此信道模型即对应一个通

常所描述的线性非时变系统。

相应的等效基带接收信号可离散表示为

ｒ（ｔ）＝∑
Ｎｐａｔｈ

ｉ＝０
αｉｓ（ｔ－$ｉ） （６）

现在简化一下模型以利于分析。令 ｈ∈Ｒｎ（Ｒｎ为

ｎ维实数向量空间），ｓ∈Ｒｐ，则由卷积关系 ｒ＝ｓｈ可

知ｒ∈Ｒｎ＋ｐ－１。为了应用压缩感知理论，将（６）式表示成

矩阵与向量乘积的形式如下

ｒ１
ｒ２


ｒｎ＋ｐ











－１

＝

ｓ１ ０ … ０
ｓ２ ｓ１ … ０
   

ｓｎ－１ ｓｎ－２ … ０
ｓｎ ｓｎ－１ … ｓ１
   

ｓｐ ｓｐ－１ … ｓｐ－ｎ＋１
０ ｓｐ … ｓｐ－ｎ＋２
   

０ ０ … ｓ



























ｐ

ｈ１
ｈ２


ｈ











ｎ

（７）

其中ｐ＞ｎ。若令ｐ＝ｎ＋ｍ－１，ｍ＞１，则（７）式即为

ｒ１
ｒ２


ｒ２ｎ＋ｍ















－２

＝

ｓ１ ０ … ０
ｓ２ ｓ１ … ０
   

ｓｎ－１ ｓｎ－２ … ０
ｓｎ ｓｎ－１ … ｓ１
   

ｓｎ＋ｍ－１ ｓｎ＋ｍ－２ … ｓｍ
０ ｓｎ＋ｍ－１ … ｓｍ＋１
   

０ ０ … ｓｎ＋ｍ



























－１

ｈ１
ｈ２


ｈ











ｎ

（８）

由此已将ｒ＝ｓｈ化为 ｒ＝Ｓｈ的形式。这里的矩阵 Ｓ

是一个托普利兹结构（除第一行和第一列外，其他每个

元素都与其左上角的元素相同）的（ｎ＋ｐ－１）×ｎ阶卷积

矩阵［９］。

那么，确定一个频率选择性衰落信道的问题就转

化为：如何设计由离散输入序列 ｓ所构成的卷积矩阵

Ｓ，并从离散输出序列ｒ估计出信道冲激响应序列ｈ。

２．３　稀疏多径信道估计的压缩感知方法
信道测量的结果指出，多径分量在信道时延扩展

上是簇分布的而不是均匀分布的［１１］，在这种情况下，

不是每一个时延宽度为 Δ$＝１ Ｗ（Ｗ为通信带宽）的

区域内都包含一个多径分量。特别地，稀疏频率选择

性衰落信道在任一固定的但足够大的带宽内只有远少

于ｎ的非零信道系数。
定义 １（稀疏多径信道）［７］：令 Ｗ为通信带宽，则

ｎ＝「ＴｍＷ?＋１为在信道时延扩展 Ｔｍ上信道系数的个
数，我们称一个满足‖ｈ‖０＝Ｋ＜ｎ的多径信道是 Ｋ稀
疏的。

对于这种稀疏多径信道，我们可用压缩感知的方

法来进行信道估计。令训练序列为 ｓ∈Ｒｎ＋ｍ－１，ｍ＞１，则
相应的卷积矩阵Ｓ如（８）式中所示。由于该矩阵的前
（ｎ－１）行和后（ｎ－１）行都含有０元素，根据压缩感知理
论，它们对于信道估计作用不大，为可压缩的部分，只

需要该矩阵中间的不含０元素的ｍ行所构成的子矩阵
即可完成信道估计。

现在我们的信道估计问题就转化为如何根据 ｒ′＝
Ｓ′ｈ重构ｈ，其中已知 ｒ′＝［ｒｎ，ｒｎ＋１，．．．，ｒｎ＋ｍ－１］∈Ｒ

ｍ，ｈ是
时域稀疏的，观测矩阵为

Ｓ′＝

ｓｎ ｓｎ－１ … ｓ１
ｓｎ＋１ ｓｎ … ｓ２
   

ｓｎ＋ｍ－１ ｓｎ＋ｍ－２ … ｓ











ｍ

（９）

且Ｓ′仍然是托普利兹结构的矩阵。这时可以理解为，
发送端在持续发送信号，而接收端的响应观测时间固

定在［ｎ，ｎ＋ｍ－１］内。文献［８］已经证明，在一定条件
下，Ｓ′是满足ＲＩＰ条件的。因此，我们的问题已经具备
了应用压缩感知方法的所有条件。

３　优化的托普利兹观测矩阵

在（７）式中，只考虑了 ｐ＞ｎ的情况，即训练序列的
长度长于信道冲激响应的长度，这使得估计代价较大。

因此，为了减小代价，需要分析当 ｐ≤ｎ，即训练序列的
长度不长于信道冲激响应的长度时的情况。又由文献

［９］知，只需考虑ｍ＜ｎ的情形。此时，卷积矩阵为

Ｓ＝

ｓ１ … ０
ｓ２ … 

  ｓ１
ｓｐ  ｓ２
  

０ … ｓ

















ｐ

（１０）

我们需要构造一个新的 ｍ×ｎ阶观测矩阵 Ｘ，使之
满足如下条件：（１）Ｘ作为 Ｓ的一个子矩阵，是由 Ｓ中
的连续ｍ行构成的，即 Ｘ具有托普利兹结构，且 Ｘ的
每一列至少有一个非零元素，以保证观测过程不会丢

失原始信号的信息；（２）Ｘ需满足 ＲＩＰ条件；（３）ｍ＜ｎ。
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这三个条件称为优化的托普利兹观测矩阵的构造

条件。

为了方便后面定理的描述，这里先给出 ＲＩＰ的定
义以及三个在定理的证明中要用到的引理。

定义 ２（ＲｅｓｔｒｉｃｔｅｄＩｓｏｍｅｔｒｙＰｒｏｐｅｒｔｙ）［１２］：设Ｘ是一
个ｍ×ｎ阶矩阵。如果对于所有的含有不超过 Ｋ个非

零元素的ｚ∈Ｒｎ，（１－δＫ）‖ｚ‖
２

２≤‖Ｘｚ‖
２

２≤（１＋δＫ）‖ｚ‖
２

２都

成立，我们就称观测矩阵 Ｘ以参数 δＫ∈（０，１）满足 Ｋ

∈Ｎ（Ｎ为自然数集）阶的有限等距性质，即 Ｘ满足
ＲＩＰ（Ｋ，δＫ）。定义２简称为ＲＩＰ条件。

引理１［１３］：令｛ｘｉ｝
ｋ０
ｉ＝１为一个独立同分布的高斯随机序

列，其均值为０，方差为σ２。设０≤ｔ≤１，那么ｘｉ的平方和

满足Ｐｒ
　

　
∑
ｋ０

ｉ＝１
ｘ２ｉ－ｋ０σ

２ ≥４σ２ ｋ０槡







ｔ≤２ｅｘｐ（－ｔ）。

引理２［９］：令｛ｘｉ｝
ｋ０
ｉ＝１和｛ｙｉ｝

ｋ０
ｉ＝１均为独立同分布的高斯随

机序列，且均值为０，方差为σ２。那么，Ｐｒ
　

　
∑
ｋ０

ｉ＝１
ｘｉｙｉ≥








ｔ

≤２ｅｘｐ
　

　
－ ｔ２

４σ２（ｋ０σ
２＋ｔ／２







）
。

引理３［９］（关于Ｇｅｒｓ

＾

ｇｏｒｉｎ引理的讨论）：设δｄ，δｏ，δＫ
∈（０，１），且δＫ＝δｄ＋δｏ，若矩阵Ａ的格拉姆矩阵 Ｇ＝Ａ′
Ａ（Ａ′是 Ａ的共轭转置矩阵）的每个对角元素满足

Ｇｉ，ｉ－１ ＜δｄ，而每个非对角元素满足 Ｇｉ，ｊ ＜
δｏ
Ｋ（ｉ≠

ｊ），则Ａ满足ＲＩＰ（Ｋ，δＫ）。
不失一般性，对于序列｛ｘｉ｝

ｐ
ｉ＝１，以ｐ＝ｎ－ｍ＋１（ｍ＜ｎ）

为例，给出以下定理及其证明。

定理：令｛ｘｉ｝
ｎ－ｍ＋１
ｉ＝１ 为一个独立同分布的高斯随机序

列，ｍ＜ｎ（ｎ≥３），其均值为０，方差为１／ｍ。由此序列生
成的ｍ×ｎ阶托普利兹矩阵Ｘ为

ｘｎ－ｍ＋１ ｘｎ－ｍ … ｘｎ－２ｍ＋３ ｘｎ－２ｍ＋２ … ｘ１ ０ … ０
０ ｘｎ－ｍ＋１ … ｘｎ－２ｍ＋４ ｘｎ－２ｍ＋３ … ｘ２ ｘ１ … ０
        
０ ０ … ０ ｘｎ－ｍ＋１ … ｘｍ ｘｍ－１ … ｘ











１

（１１）
那么，对于任意的δＫ∈（０，１），存在仅依赖于δＫ和Ｋ的
常数ｃ１和ｃ２，只要ｍ≥ｃ２ｌｎｎ，Ｘ就以超过１－ｅｘｐ（－ｃ１ｍ）
的概率满足ＲＩＰ（Ｋ，δＫ）。

证明：我们需证明，存在仅依赖于 δＫ和 Ｋ的常数
ｃ１和ｃ２，只要ｍ≥ｃ２ｌｎｎ，就有

Ｐｒ（ＸｄｏｅｓｎｏｔｓａｔｉｓｆｙＲＩＰ（Ｋ，δＫ））≤ｅｘｐ（－ｃ１ｍ）
设δｄ，δｏ，δＫ∈（０，１），且δＫ＝δｄ＋δｏ。
我们首先建立关于 Ｘ的格拉姆矩阵 Ｇ＝Ｘ′Ｘ（Ｘ′

是Ｘ的共轭转置矩阵）的对角和非对角元素满足的
条件。

设１≤ａ＜ｂ≤ｎ－ｍ＋１，ａ，ｂ∈Ｎ，且ｂ－ａ＋１≤ｍ，Ｇ的每

个对角元素为Ｇｉ，ｉ＝∑
ｂ

ｊ＝ａ
ｘ２ｊ。在引理１中，令σ

２＝ １ｍ，ｋ０

＝ｂ－ａ＋１，ｔ＝
ｍ２ｔ２ｂ－ａ＋１
１６（ｂ－ａ＋１），可得

Ｐｒ
　

　
Ｇｉ，ｉ－
ｂ－ａ＋１
ｍ ≥ｔｂ－ａ









＋１ ≤２ｅｘｐ
　

　
－
ｍ２ｔ２ｂ－ａ＋１

１６（ｂ－ａ＋１






）

≤２ｅｘｐ
　

　
－
ｍｔ２ｂ－ａ＋１






１６

（１２）

又令０＜ｔｂ－ａ＋１≤
ｂ－ａ＋１
ｍ －１＋δｄ，则０＜ｔｂ－ａ＋１≤δｄ，所以１－δｄ

≤ｂ－ａ＋１ｍ －ｔｂ－ａ＋１＜
ｂ－ａ＋１
ｍ ＋ｔｂ－ａ＋１≤１＋δｄ。

设０＜ｔ１≤ｔ２≤…≤ｔｍ－１≤ｔｍ＝δｄ＜１。由于 ｔ１≤ｔｂ－ａ＋１
≤ｔｍ，于是，

Ｐｒ
　

　
∪
ｎ

ｉ＝１

Ｇｉ，ｉ－１≥δ{ }








ｄ ≤Ｐｒ
　

　
∪
ｎ

ｉ＝１
Ｇｉ，ｉ－
ｂ－ａ＋１
ｍ ≥ｔｂ－ａ{ }








＋１

≤２ｎｅｘｐ
　

　
－
ｍｔ２ｂ－ａ＋１






１６

≤２ｎｅｘｐ
　

　
－
ｍｔ２１






１６

（１３）

这样我们就建立了关于 Ｘ的格拉姆矩阵的对角元素
满足的条件。

下面考虑非对角元素。注意到 Ｇｉ，ｊ（ｉ≠ｊ）是矩阵

Ｘ的第ｉ列和第ｊ列的内积，即Ｇｉ，ｊ＝∑
ｌ
ｘｅｘｆ（１≤ｅ＜ｆ

≤ｎ－ｍ＋１，ｌ为项数，且１≤ｌ≤ｍ）。Ｇｉ，ｊ中的每一项
至多与另外两项有相同的因子，例如

Ｇｍ，ｍ＋１＝ｘｎ－２ｍ＋１ｘｎ－２ｍ＋２＋ｘｎ－２ｍ＋２ｘｎ－２ｍ＋３＋ｘｎ－２ｍ＋３ｘｎ－２ｍ＋４＋…
＋ｘｎ－ｍ－１ｘｎ－ｍ＋ｘｎ－ｍｘｎ－ｍ＋１

其中第１项和第２项中都有ｘｎ－２ｍ＋２，第２项和第３项中
都有ｘｎ－２ｍ＋３，…，第 ｍ－１项和第 ｍ项中都有 ｘｎ－ｍ。所
以，可以将 Ｇｉ，ｊ分成两部分的和，即 Ｇｉ，ｊ＝Ｇ

１
ｉ，ｊ＋Ｇ

２
ｉ，ｊ，且

Ｇ!

ｉ，ｊ（!＝１，２）中的任意两项都不含有相同的因子。两
部分的项数ｌ１和ｌ２或者相等（ｌ为偶数）或者相差１（ｌ
为奇数），其中１≤ｌ１≤ｌ２≤ｍ。例如将 Ｇｍ，ｍ＋１分成奇数
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项之和与偶数项之和两部分，即

Ｇ１ｍ，ｍ＋１＝ｘｎ－２ｍ＋１ｘｎ－２ｍ＋２＋ｘｎ－２ｍ＋３ｘｎ－２ｍ＋４＋ｘｎ－２ｍ＋５ｘｎ－２ｍ＋６＋…
Ｇ２ｍ，ｍ＋１＝ｘｎ－２ｍ＋２ｘｎ－２ｍ＋３＋ｘｎ－２ｍ＋４ｘｎ－２ｍ＋５＋ｘｎ－２ｍ＋６ｘｎ－２ｍ＋７＋…

设０＜ｔ′１≤ｔ′２≤…≤ｔ′ｍ－１≤ｔ′ｍ＝
δｏ
Ｋ＜１，则ｔ′１≤ｔ′ｌ≤ｔ′ｍ，在引

理２中，令 ｔ＝
ｔ′ｌ
２，σ

２＝１ｍ，分别取 ｋ０＝ｌ１，ｋ０＝ｌ２，则 Ｐｒ

　

　
Ｇ１ｉ，ｊ ≥

ｔ′ｌ





２
≤２ｅｘｐ

　

　
－

ｍｔ′２ｌ
１６（ｌ１／ｍ＋ｔ′ｌ／４







）
，Ｐｒ
　

　
Ｇ２ｉ，ｊ ≥

ｔ′ｌ





２

≤２ｅｘｐ
　

　
－

ｍｔ′２ｌ
１６（ｌ２／ｍ＋ｔ′ｌ／４







）
，于是可得

Ｐｒ Ｇｉ，ｊ ≥ｔ′( )ｌ

≤Ｐｒ
　

　
Ｇ１ｉ，ｊ ≥

ｔ′ｌ{ }２ ｏｒ Ｇ２ｉ，ｊ ≥
ｔ′ｌ{ }






２

≤２ｍａｘＰｒ
　

　
Ｇ１ｉ，ｊ ≥

ｔ′ｌ





２
，Ｐｒ
　

　
Ｇ２ｉ，ｊ ≥

ｔ′ｌ





{ }２

≤２ｍａｘ２ｅｘｐ
　

　
－

ｍｔ′２ｌ
１６（ｌ１／ｍ＋ｔ′ｌ／４







）{ ，

　　　 ２ｅｘｐ
　

　
－

ｍｔ′２ｌ
１６（ｌ２／ｍ＋ｔ′ｌ／４







 }） （１４）

于是，

Ｐｒ
　

　
Ｇｉ，ｊ ≥

δｏ





Ｋ
≤Ｐｒ Ｇｉ，ｊ ≥ｔ′( )ｌ
≤４ｅｘｐ

　

　
－

ｍｔ′２ｌ
１６（１＋ｔ′ｌ／４







）

≤４ｅｘｐ
　

　
－

ｍｔ′２１
１６（１＋ｔ′１／４







）

（１５）

又由对称性可知Ｇｉ，ｊ＝Ｇｊ，ｉ，所以

Ｐｒ
　

　
Ｇｉ，ｊ ≥

δｏ





Ｋ
＝Ｐｒ
　

　
Ｇｊ，ｉ ≥

δｏ





Ｋ
，

且不相同的非对角元素 Ｇｉ，ｊ的总数为
ｎ２－ｎ
２ ＜

ｎ２

２，那么

就有

Ｐｒ
　

　
∪
ｎ

ｉ＝１
∪
ｎ

ｊ＝１
ｊ≠ｉ

Ｇｉ，ｊ ≥
δｏ{ }








Ｋ ≤２ｎ２ｅｘｐ
　

　
－

ｍｔ′２１
１６（１＋ｔ′１／４







）

≤２ｎ２ｅｘｐ
　

　
－
ｍｔ′２１






２０ （１６）

这样我们就建立了关于 Ｘ的格拉姆矩阵的非对角元
素满足的条件。

令
ｔ′１
ｔ１
≤槡５２，并由（１３）式和（１６）式，且 ｎ≥３，由引

理３，可以得到
Ｐｒ（ＸｄｏｅｓｎｏｔｓａｔｉｓｆｙＲＩＰ（Ｋ，δＫ））

≤Ｐｒ
　

　
∪
ｎ

ｉ＝１

Ｇｉ，ｉ－１≥δ{ }







ｄ ＋Ｐｒ
　

　
∪
ｎ

ｉ＝１
∪
ｎ

ｊ＝１
ｊ≠ｉ

Ｇｉ，ｊ≥
δｏ{ }








Ｋ

≤２ｎｅｘｐ
　

　
－
ｍｔ２１






１６
＋２ｎ２ｅｘｐ

　

　
－
ｍｔ′２１






２０

（１７）

≤２ｎｅｘｐ
　

　
－
ｍｔ′２１






２０ ＋２ｎ２ｅｘｐ

　

　
－
ｍｔ′２１






２０

≤ｎ３ｅｘｐ
　

　
－
ｍｔ′２１






２０

令δｄ＝δｏ＝
δＫ
２，则ｔ′１≤

δｏ
Ｋ＝
δＫ
２Ｋ，于是再令ｃ１＜

ｔ′２１
２０，则有

ｃ１＜
δ２Ｋ
８０Ｋ２

（１８）

从而要使

Ｐｒ（ＸｄｏｅｓｎｏｔｓａｔｉｓｆｙＲＩＰ（Ｋ，δＫ））≤ｅｘｐ（－ｃ１ｍ）
（１９）

成立，只要ｎ３ｅｘｐ
　

　
－
ｍｔ′２１






２０ ≤ｅｘｐ（－ｃ１ｍ），只要

ｍ≥ ６０
ｔ′２１－２０ｃ１

ｌｎｎ （２０）

又令ｃ２≥
６０

ｔ′２１－２０ｃ１
，即只要

ｍ≥ｃ２ｌｎｎ （２１）

由于ｔ′２１≤
δ２Ｋ
４Ｋ２
，所以

６０
ｔ′２１－２０ｃ１

≥ ２４０Ｋ２

δ２Ｋ－８０ｃ１Ｋ
２，从而

ｃ２≥
２４０Ｋ２

δ２Ｋ－８０ｃ１Ｋ
２ （２２）

由（１８）式和（２２）式可知，存在满足条件的常数 ｃ１和
ｃ２，再由（１９）式和（２１）式可知，定理的结论成立。

必须指出的是，对于定理中的序列｛ｘｉ｝
ｐ
ｉ＝１，其长度

为ｐ＝ｎ－ｍ＋１，显然有 ｐ≤ｎ，即训练序列的长度不长于
信道冲激响应的长度。另外，由｛ｘｉ｝

ｐ
ｉ＝１生成的 ｍ×ｎ阶

托普利兹矩阵Ｘ，其行数小于列数，即ｍ＜ｎ。

４　仿真实验结果

假设信道冲激响应 ｈ是一个长度为 ｎ＝１２８的序
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列，且该信道仅有 Ｋ＝１０个非零信道系数。根据压缩
感知理论，所需的压缩感知观测矩阵的行数至少约为

ｍ≈４Ｋ＝４０。现在发送一个长度为ｐ＝ｎ－ｍ＋１＝８９的高
斯随机序列ｓ作为训练序列，且该序列的均值为０，方
差为１／４０。在不考虑噪声影响的情况下，根据由训练
序列产生的４０×１２８阶托普利兹观测矩阵和由此观测
矩阵获得的观测值向量，分别对信道进行 ＣＳ估计和
ＬＳ估计，所获得的两种信道估计结果如图１所示，其
中 ＣＳ估计使用正交匹配追踪（ＯｒｔｈｏｇｏｎａｌＭａｔｃｈｉｎｇ
Ｐｕｒｓｕｉｔ，简称ＯＭＰ）重构算法。

图１　实际信道、ＣＳ重构的信道、ＬＳ重构的信
道（４０×１２８阶观测矩阵）

Ｆｉｇ．１　Ａｃｔｕａｌｃｈａｎｎｅｌ，ＣＳｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ，ＬＳｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ
（４０×１２８ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｍａｔｒｉｘ）

从图１中可以明显看出，虽然训练序列的长度不
长于信道冲激响应的长度，但是ＣＳ估计能够正确确定
所有的非零信道系数，准确重构实际信道冲激响应，估

计效果较好，而 ＬＳ估计结果与实际信道有很大差别，
估计效果较差。这里所采用的观测矩阵是４０×１２８阶
的，而 ＬＳ估计若要达到较好的估计效果，所需要的观
测矩阵至少应该是１２８×１２８阶的。因此，在获得较好
的估计效果的情况下，ＣＳ估计比 ＬＳ估计所需要的观
测值个数少，二者的观测值个数之比大约为１／３．２。ＣＳ
估计的算法执行时间大约是８ｍｓ，ＬＳ估计的算法执行
时间大约是３ｍｓ，二者的运行效率都较快，算法复杂度
不高。ＣＳ估计的重构算法的复杂度有所增加，是由于
文中采用的ＯＭＰ算法并未进行任何优化，若经过优化
可大大降低算法复杂度，减少算法执行时间。

图２比较了ＣＳ估计和 ＬＳ估计的均方误差（Ｍｅａｎ
ＳｑｕａｒｅＥｒｒｏｒ，简称ＭＳＥ）。这里沿用图１的仿真实验条
件，不改变信道参数，只改变观测值个数 ｍ，对于每个
ｍ，两种估计方法分别重复实验１００次后取 ＭＳＥ的平
均值。

图２　ＣＳ和ＬＳ的ＭＳＥ
Ｆｉｇ．２　ＭＳＥｏｆＣＳａｎｄＬＳ

从图２中可以明显看出，ＣＳ估计的ＭＳＥ性能优于

ＬＳ估计的ＭＳＥ性能。当６０≤ｍ＜１２８时，ＣＳ估计效果

较好，而ＬＳ估计效果较差；当 ｍ＝１２８时，ＬＳ估计才能

达到与ＣＳ估计接近的估计效果。由于ＣＳ估计是一种

高概率估计方法，所以为了从平均意义上保证达到较

好的估计效果，这里ＣＳ估计所需的观测值个数比图１

的多。在达到较高的估计精度的前提下，ＣＳ估计的采

样率ｍ／ｎ比ＬＳ估计的采样率至少能降低５０
"

以上。

下面仍然假设信道冲激响应 ｈ是一个长度为 ｎ＝

１２８的序列，但是该信道的非零信道系数由 Ｋ＝１０逐

步增加到Ｋ＝６０。在确定的观测值个数条件下，对两

种估计方法ＣＳ和ＬＳ分别重复实验１０次，如果每次实

验都成功，即 ｈ^＝ｈ，就认为此观测值个数是合适的，并

记录所需最小的观测值个数ｍ，如图３所示。

图３　ＣＳ和ＬＳ各自所需的观测值个数ｍ与信道的稀疏度Ｋ的关系

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓ（ｍ）ａｎｄ

ｔｈｅｓｐａｒｓｉｔｙｏｆｃｈａｎｎｅｌ（Ｋ）ｆｏｒＣＳａｎｄＬＳ
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从图３中可以明显看出，ＣＳ估计比 ＬＳ估计所需

的观测值个数少，且在信道的稀疏度较低时能较大地

缩小所需观测矩阵的规模。

从以上仿真实验结果可见，ＣＳ信道估计方法在某

些典型的多径衰落信道环境中能够较好地实现对信道

的估计，得到可靠的信道估计结果。ＣＳ信道估计方法

能够利用稀疏先验信息，只需要用相对较少的观测值

个数进行估计，就可以获得很好的估计效果，因此是一

种比ＬＳ方法更优越的信道估计方法。

５　结束语

信道估计是无线通信系统中的一个关键问题。本

文介绍了基于压缩感知的稀疏多径信道估计方法；证

明了当训练序列的长度不长于信道冲激响应的长度，

且托普利兹观测矩阵的行数小于列数时，观测矩阵仍

满足ＲＩＰ条件；明确提出了稀疏多径信道估计中所使
用的观测矩阵的构造条件。实验结果验证了这种优化

了的托普利兹观测矩阵的可行性和实用性。
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