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摘　要：由于允许从少量数据中恢复原始图像或信号的压缩感知原理的引入，基于
!１范数正则化的最优化方法近

来越来越受到重视。利用最小二乘问题的一种等价形式和 Ｂｒｅｇｍａｎ迭代方法的一些技巧，本文给出了已有 Ａ＋线

性Ｂｒｅｇｍａｎ迭代方法的一种推导过程。进一步结合不动点连续迭代方法和非满值最小二乘问题的等价形式，获得

了一种求解带有约束的
!１范数最小优化问题的新型算法，并给出了新型算法与 Ａ

＋线性 Ｂｒｅｇｍａｎ迭代算法之间的

联系，同时证明了新算法所获得的解是所求问题的一个最优解。新算法与已有 Ａ＋算法类似，仅仅需要矩阵向量

乘法和压缩算子的计算，从而使得新算法很容易实现，且运算速度明显快于已有算法。最后，通过数值实验表

明，新方法对于稀疏信号的恢复问题与原方法相比具有速度快、可有效减少停滞现象等优点。
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１　引言

１９９８年，Ｄｏｎｏｈｏ［１］在研究信号稀疏处理问题时提

出了一种新的原理———基追踪原理。设 Ａ∈Ｒｍ×ｎ（ｍ＜

ｎ），ｕ∈Ｒｎ，ｇ∈Ｒｍ，基追踪的目的就是寻找下面最小优

化问题的解：

ｍｉｎ
ｕ∈Ｒｎ
Ｊ（ｕ），　ｓ．ｔ．　Ａｕ＝ｇ （１）

其中Ｊ（ｕ）＝‖ｕ‖１＝∑
ｎ

ｋ＝１
ｕｋ 。

该模型通过求解带约束的
!１范数最小优化问题从

而获得线性系统 Ａｕ＝ｇ的稀疏解，是求解信号稀疏问

题的一种有效工具。基追踪问题本身来源于压缩感

知［２，３］的应用，其在图像压缩、图像修复和丢失数据恢

复、图像分解和计算机视觉任务、ＭＲＩ和 ＣＴ、多感网络

和分布感知、模拟以及信息的转化、生物传感器、芯片

处理［４，５，６，７］等领域有广泛的应用，因此对于（１）的求解

问题也随之引发了广泛的关注。

当Ａ非满秩时，线性系统Ａｕ＝ｇ不一定存在解，一
般情况下，我们会考虑通过最小二乘解，即

ｕ＝ａｒｇｍｉｎ
ｕ∈Ｒｎ

‖Ａｕ－ｇ‖２ （２）

来代替线性系统 Ａｕ＝ｇ的求解。除非特别说明，文中

‖·‖表示!２范数。一般说来，（２）的解并不唯一，ｕ


∶＝Ａ＋ｇ是其所有解中使得!２范数最小的解，但其一般

并不是稀疏的。注意 Ａ＋是 Ａ的 Ｍｏｏｒｅ—Ｐｅｎｒｏｓｅ逆，不
一定是ＡＴ（ＡＡＴ）－１，因为（ＡＡＴ）－１不一定存在。

在图像去模糊，稀疏信号的恢复等一些实际问题

中，我们希望找到（２）的一个稀疏解，由于
!１范数所具

有的稀疏性，从而引发了人们对
!１范数最小优化问题

的关注，即通过求解

ｍｉｎ
ｕ∈Ｒｎ
｛‖ｕ‖１：ｕ＝ａｒｇｍｉｎ

ｕ∈Ｒｎ
‖Ａｕ－ｇ‖２｝ （３）

来获得（２）的一个稀疏解。注意当 Ａ满秩时（３）等价
于（１）。

在求解方面，一般情况下，问题（１）的解可以通过
解一个无约束最优化问题

ｍｉｎ
ｕ∈Ｒｎ
｛
!

Ｊ（ｕ）＋１２‖Ａｕ－ｇ‖
２｝ （４）

来获得，其中
!

＞０为正则化参数。事实上，（４）和（１）
并不等价，除非存在零解。但是与求解（１）相比，问题
（４）的求解更易于实现。

到目前为止，（４）的求解方法很多，给予关注最多

的是不动点连续迭代方法［４］和基于 Ｂｒｅｇｍａｎ距离［６］的

一些迭代方法，如 Ｂｒｅｇｍａｎ迭代［５］，Ａ＋线性 Ｂｒｅｇｍａｎ迭
代［８］和ＡＴ线性 Ｂｒｅｇｍａｎ迭代［８］，它们被认为是求解

!１

范数最优化方法问题非常有效的方法，并且这些方法

的适应范围也非常广泛。

本文通过研究获得了（３）的一种等价形式，利用
该等价形式并结合不动点连续迭代方法［４］和 Ｂｒｅｇｍａｎ
迭代方法［５］的一些技巧从而推导出了 Ａ＋线性 Ｂｒｅｇｍａｎ
迭代［８］，进一步还获得了一种求解问题（３）的新方法，
并给出了新方法与 Ａ＋线性 Ｂｒｅｇｍａｎ迭代之间的联系，
最后对新方法进行数值实验模拟。

２　基本知识

２．１　Ｍｏｏｒｅ—Ｐｅｎｒｏｓｅ广义逆
首先介绍矩阵Ｍｏｏｒｅ—Ｐｅｎｒｏｓｅ广义逆的定义及其

与本文有关的一些性质。

定义 ２．１［９］　 任意矩阵 Ａ∈Ｒｍ×ｎ，矩阵 Ｂ∈Ｒｎ×ｍ称
为Ａ的Ｍｏｏｒｅ—Ｐｅｎｒｏｓｅ逆，记为Ａ＋，如果Ｂ满足下面条
件

（１）ＡＢＡ＝Ａ　（２）ＢＡＢ＝Ｂ　（３）（ＡＢ）Ｔ＝ＡＢ
（４）（ＢＡ）Ｔ＝ＢＡ
Ａ｛１，３｝表示满足上述（１）和（３）的矩阵Ｂ∈Ｒｎ×ｍ的

集合。一个矩阵 Ｂ∈Ａ｛１，３｝称为 Ａ的｛１，３｝—逆，也
可以表示为Ａ（１，３）。

定理 ２．１［９］　设Ａ∈Ｒｍ×ｎ，ｒ＝ｒａｎｋ（Ａ），若存在两个
正交阵Ｐ∈Ｒｍ×ｍ和Ｑ∈Ｒｎ×ｎ使得

Ａ＝Ｐ
　

　

∑ ０





０ ０
ｍ×ｎ

ＱＴ，

则

Ａ＋＝Ｑ
　

　

∑－１ ０





０ ０
ｎ×ｍ

ＰＴ．

其中∑＝ｄｉａｇ（σ１，．．．，σｒ），σｉ＞０，ｉ＝１，．．．，ｒ为矩阵 Ａ的
奇异值。

引理 ２．１　对任意矩阵Ａ∈Ｒｍ×ｎ，Ａ＋＝ＡＴ（ＡＡＴ）＋．
利用定理２．１，这个引理可以直接地证明。
引理 ２．２　对任意矩阵 Ａ∈Ｒｍ×ｎ，ＡＡ＋和 Ａ＋Ａ都是

对称半正定矩阵。

该引理根据定义２．１和定理２．１很容易证明。
定理 ２．２［９］　设 Ａ∈Ｒｍ×ｎ，ｕ∈Ｒｎ，ｇ∈Ｒｍ，则 ｕ＝

Ａ（１，３）ｇ时，‖Ａｕ－ｇ‖最小。对于线性系统 Ａｕ＝ｇ，向量

５６１１
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ｕ是一个最小二乘解当且仅当
Ａｕ＝ＡＡ（１，３）ｇ

从而，广义最小二乘解是

ｕ＝Ａ（１，３）ｇ＋（Ｉｎ－Ａ
（１，３）Ａ）

!

（５）

对任意
!∈Ｒｎ。特别地，我们可以选择 Ａ＋作为一

个Ａ（１，３）。
２．２　Ｂｒｅｇｍａｎ距离和线性Ｂｒｅｇｍａｎ迭代

定义 ２．２［６］　设Ｊ为凸函数，则ｕ，ν两点的关于 Ｊ
的Ｂｒｅｇｍａｎ距离定义为

ＤｐＪ（ｕ，ν）＝Ｊ（ｕ）－Ｊ（ν）－＜ｐ，ｕ－ν＞
其中向量ｐ∈Ｊ（ν）为Ｊ在ν处的次微分中的一个次梯
度。

注意ＤｐＪ（ｕ，ν）并不是一般意义上的距离，因为 Ｄ
ｐ
Ｊ

（ｕ，ν）≠ＤｐＪ（ν，ｕ），但Ｄ
ｐ
Ｊ（ｕ，ν）≥０且Ｄ

ｐ
Ｊ（ｕ，ν）≥Ｄ

ｐ
Ｊ（ｗ，

ν）对位于连接ｕ，ν的线段上所有的点 ｗ都成立，可见
它是对ｕ，ν远近程度的一种度量。

求解问题（１）的Ｂｒｅｇｍａｎ迭代［５］为

ｕｋ＋１←ａｒｇｍｉｎ
ｕ∈Ｒｎ

｛μＤｐ
ｋ

Ｊ（ｕ，ｕ
ｋ）＋１２‖Ａｕ－ｇ‖

２｝

ｐｋ＋１←ｐｋ－ＡＴ（Ａｕｋ＋１－ｇ{ ）

（６）

其中ｐ０＝ｕ０＝０，μ为参数。
针对Ｊ（ｕ）＝‖ｕ‖１的情形，文献［１０］给出了一种线

性Ｂｒｅｇｍａｎ迭代

νｋ＋１＝νｋ＋（ｇ－Ａｕｋ）

ｕｋ＋１＝δＴμ（Ａ
Ｔνｋ＋１{ ）

（７）

其中ｕ０＝ν０＝０，μ和δ为参数，Ｔ
!

（ｗ）∶＝［ｔ
!

（ｗ（１）），ｔ
!

（ｗ（２）），．．．，ｔ
!

（ｗ（ｎ））］Ｔ

ｔ
!

（ξ）＝
０，　　　　　　　　ｉｆξ≤!

ｓｇｎ（ξ）（ ξ －!），　ｉｆξ ＞{
!

（８）

称为软阈值算子［１１］。

特别，当ＡＡＴ正定时，文献［７］还给出了一种被文
献［８］称为 Ａ＋线性 Ｂｒｅｇｍａｎ迭代的修正线性 Ｂｒｅｇｍａｎ
迭代方法，其迭代公式如下

νｋ＋１＝νｋ＋（ｇ－Ａｕｋ）

ｕｋ＋１＝δＴμ（Ａ
＋νｋ＋１{ ）

（９）

其中ｕ０＝ν０＝０，μ和δ为参数。

３　稀疏最小二乘问题的Ｂｒｅｇｍａｎ迭代方法

对于ｕ＝ａｒｇｍｉｎ
ｕ∈Ｒｎ

‖Ａｕ－ｇ‖２，由定理２．２知其通解可

表示为

ｕ＝Ａ＋ｇ＋（Ｉ－Ａ＋Ａ）
!

，　!∈Ｒｎ （１０）
引理 ３．１　表达式（１０）等价于
Ａ＋Ａｕ＝Ａ＋ｇ （１１）
证明．如果ｕ＝Ａ＋ｇ＋（Ｉ－Ａ＋Ａ）

!

，则

Ａ＋Ａｕ＝Ａ＋Ａ（Ａ＋ｇ＋（Ｉ－Ａ＋Ａ）
!

）＝Ａ＋ｇ
相反地，如果Ａ＋Ａｕ＝Ａ＋ｇ，则
ｕ＝ｕ－Ａ＋Ａｕ＋Ａ＋ｇ＝Ａ＋ｇ＋（Ｉ－Ａ＋Ａ）ｕ □
由引理３．１及方程（１１）表示的超平面可以看成是

超平面Ａｕ＝ｇ的正交投影，因此我们可以用下面的正
交投影问题等价（３）

ｍｉｎ
ｕ∈Ｒｎ
｛‖ｕ‖１：Ａ

＋Ａｕ＝Ａ＋ｇ｝ （１２）

进而可将其转化为下面的无约束极小化问题

ｍｉｎ
ｕ∈Ｒｎ
｛μ‖ｕ‖１＋

１
２‖Ａ

＋Ａｕ－Ａ＋ｇ‖２｝ （１３）

根据引理 ２．２，矩阵 Ａ＋Ａ的条件数是‖Ａ＋Ａ‖·
‖（Ａ＋Ａ）＋‖＝１，所以用（１３）的另一个重要原因是（１１）
在某种意义上可以看成是对线性系统 Ａｕ＝ｇ的预优。
文献［６］表明收敛率依赖于系数矩阵的条件数，因此
当Ａ的条件数比较大时可以应用这种方法。

定义 ３．１　如果 ａ∈Ｒｎ，矩阵 Ｐ∈Ｒｎ×ｎ是对称半正
定的，则可定义如下加权半范数

‖ａ‖Ｐ＝ ａＴ槡 Ｐａ （１４）
很容易证明其满足（１）‖ａ‖Ｐ≥０；（２）‖!ａ‖Ｐ＝!‖ａ‖Ｐ；
（３）‖ａ＋ｂ‖Ｐ≤‖ａ‖Ｐ＋‖ｂ‖Ｐ。

又因为ａｒｇｍｉｎ
ｕ∈Ｒｎ

‖Ａ＋Ａｕ－Ａ＋ｇ‖２等价于ａｒｇｍｉｎ
ｕ∈Ｒｎ

‖ｕ－

Ａ＋ｇ‖２Ａ＋Ａ，从而问题（１３）可以变为

ｍｉｎ
ｕ∈Ｒｎ
｛μ‖ｕ‖１＋

１
２‖ｕ－Ａ

＋ｇ‖２Ａ＋Ａ｝ （１５）

这里‖ａ‖Ａ＋Ａ＝ ａＴＡ＋槡 Ａａ是向量 ａ关于对称半正定
矩阵Ａ＋Ａ的加权半范数。
３．１　Ａ＋线性Ｂｒｅｇｍａｎ迭代的推导

对于任意矩阵 Ａ，我们可以很容易地由（１５）和线
性Ｂｒｅｇｍａｎ迭代方法获得Ａ＋线性Ｂｒｅｇｍａｎ迭代。

首先为了求解（１５），我们对（１３）应用 Ｂｒｅｇｍａｎ方
法（６）：

ｕｋ＋１←ｍｉｎ
ｕ∈Ｒｎ
｛μＤｐ

ｋ

Ｊ（ｕ，ｕ
ｋ）＋１２‖Ａ

＋Ａｕ－Ａ＋ｇ‖２｝（１６）

其中ｋ＝０，１，．．．，ｕ０＝０，ν０＝０。其次线性化（１６）的最后

一项为
１
２‖Ａ

＋Ａｕ－Ａ＋ｇ‖２＋＜Ａ＋（Ａｕ－ｇ），ｕ－ｕｋ＞并增加近

似项
１
２δ‖

ｕ－ｕｋ‖２，于是可以得到下面的迭代格式
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ｕｋ＋１←ｍｉｎ
ｕ∈Ｒｎ
｛μＤｐ

ｋ

Ｊ（ｕ，ｕ
ｋ）＋＜Ａ＋（Ａｕｋ－ｇ），ｕ＞＋１２δ‖

ｕ－

　　ｕｋ‖２｝ （１７）
根据Ｂｒｅｇｍａｎ距离的定义及（１７）的最优性条件可得

ｐｋ＋１←ｐｋ－Ａ＋（Ａｕｋ－ｇ）－
１
δ
（ｕｋ＋１－ｕｋ） （１８）

其中ｐｋ＋１∈μＪ（ｕｋ＋１）。
下面对（１７）和（１８）进行简化。
首先，由（１８）可得

ｐｋ＋１＝ｐｋ－Ａ＋（Ａｕｋ－ｇ）－１
δ
（ｕｋ＋１－ｕｋ）

＝… ＝∑
ｋ

ｉ＝０
Ａ＋（ｇ－Ａｕｉ）－ｕ

ｋ＋１

δ
令

νｋ＝ｐｋ＋１＋ｕ
ｋ＋１

δ
＝ｐｋ－Ａ＋（Ａｕｋ－ｇ）－ｕ

ｋ

δ

＝∑
ｋ

ｉ＝０
Ａ＋（ｇ－Ａｕｉ），ｋ （１９）

于是（１７）可以简化为
ｕｋ＋１←ａｒｇｍｉｎ

ｕ∈Ｒｎ
｛μＪ（ｕ）－＜ｐｋ，ｕ＞＋＜Ａ＋（Ａｕｋ－ｇ），ｕ＞

＋１２δ‖
ｕ－ｕｋ‖２｝

　 ←ａｒｇｍｉｎ
ｕ∈Ｒｎ

｛μＪ（ｕ）＋１２δ

‖ｕ－δ（ｐｋ－Ａ＋（Ａｕｋ－ｇ）＋ｕ
ｋ

δ
）‖２｝

　 ←ａｒｇｍｉｎ
ｕ∈Ｒｎ

｛μＪ（ｕ）＋１２δ‖
ｕ－δνｋ‖２｝ （２０）

针对Ｊ（ｕ）＝‖ｕ‖１，（２０）的解为 δＴμ（ν
ｋ），因此由

（１９）和（２０）可以获得下面的迭代公式即Ａ＋线性Ｂｒｅｇ
ｍａｎ迭代

ｕｋ＋１←δＴμ（ν
ｋ）

νｋ＋１←νｋ＋Ａ＋（ｇ－Ａｕｋ＋１{ ）

（２１）

３．２　基于正交投影的Ｂｒｅｇｍａｎ正则化迭代
对于正交投影问题（１５），我们从文献［４］中的迭

代方案得到启示，希望设计一种收敛更快的迭代算法，

使其具有下面的形式

ｕｋ＋１←ａｒｇｍｉｎ
ｕ∈Ｒｎ

｛μＤｐ
ｋ

Ｊ（ｕ，ｕ
ｋ）＋１２δ‖

ｕ－Ａ＋ｇ‖２Ａ＋Ａ｝

（２２）
其中ｋ＝０，１，．．．，ｐ０＝ｕ０＝０，δ是一个正参数并且Ｊ（ｕ）＝
μ‖ｕ‖１。

如果令ｆ（ｕ）＝－＜ｐｋ，ｕ－ｕｋ＞＋１２δ‖
ｕ－Ａ＋ｇ‖２Ａ＋Ａ，则

（２２）可以写成
ｕｋ＋１←ａｒｇｍｉｎ

ｕ∈Ｒｎ
｛μ‖ｕ‖１＋ｆ（ｕ）｝ （２３）

进一步运用连续框架下的不动点连续迭代［３］来近似
求解，即

ｕｋ，ｊ＋１∶＝ｓｇｎ（ｕｋ，ｊ－
"

Δ

ｆ（ｕｋ，ｊ））⊙ｍａｘ｛ｕｋ，ｊ－"

Δ

ｆ
　　　（ｕｋ，ｊ） －μ"，０｝ （２４）

其中

Δ

ｆ（ｕ）是ｆ（ｕ）的梯度，
"

是一个参数，⊙表示按分
量相乘即（ｘ⊙ｙ）ｉ＝ｘｉｙｉ对 ｘ，ｙ∈Ｒ

ｎ。一般选择 ｕｋ，０＝
ｕｋ，ｕｋ＋１＝ｕｋ，Ｍｋ，其中Ｍｋ是一个有限常数。

根据软阈值算子（８）的定义，（２４）也可以等价的
表示为

ｕｋ，ｊ＋１＝Ｔμ"（ｕ
ｋ，ｊ－

"

Δ

ｆ（ｕｋ，ｊ）） （２５）
为了简化，对所有的 ｋ，令 Ｍｋ≡１，ν

ｋ＋１＝ｕｋ－
"

Δ

ｆ
（ｕｋ），

"

＝δ，于是有
νｋ＋１＝ｕｋ－δ

Δ

ｆ（ｕｋ）
＝ｕｋ＋δｐｋ＋Ａ＋Ａ（Ａ＋ｇ－ｕｋ）
＝ｕｋ＋δｐｋ－Ａ＋Ａｕｋ＋１＋Ａ＋Ａｕｋ＋１＋Ａ＋ｇ－Ａ＋Ａｕｋ

＝ｕｋ＋δｐｋ＋１＋Ａ＋Ａｕｋ＋１－Ａ＋Ａｕｋ

＝（Ｉ－Ａ＋Ａ）ｕｋ＋δｐｋ＋１＋Ａ＋Ａｕｋ＋１ （２６）

令ｃｋ＋１＝ｐｋ＋１＋１
δ
Ａ＋Ａｕｋ＋１，由（２６）的最后等式和（２３）的

最优性条件：ｐｋ＋１＝ｐｋ－１
δ
Ａ＋Ａ（ｕｋ＋１－Ａ＋ｇ），对任意 ｋ我们

可得

ｃｋ＋１＝ｐｋ＋１＋１
δ
Ａ＋Ａｕｋ＋１＝ｐｋ＋１

δ
Ａ＋ｇ

＝ｃｋ＋１
δ
Ａ＋Ａ（Ａ＋ｇ－ｕｋ＋１）＝ｃｋ＋１

δ
Ａ＋（ｇ－Ａｕｋ＋１）

此外，我们引入

νｋ＋１＝（Ｉ－Ａ＋Ａ）ｕｋ＋δｃｋ＋１

＝（Ｉ－Ａ＋Ａ）ｕｋ＋δｃｋ＋Ａ＋（ｇ－Ａｕｋ）
＝（Ｉ－Ａ＋Ａ）ｕｋ－１－（Ｉ－Ａ＋Ａ）ｕｋ－１＋（Ｉ－Ａ＋Ａ）ｕｋ

＋δｃｋ＋Ａ＋（ｇ－Ａｕｋ）
＝νｋ＋（Ｉ－Ａ＋Ａ）（ｕｋ－ｕｋ－１）＋Ａ＋（ｇ－Ａｕｋ）

因此，由（２５）可以得到下面迭代

νｋ＋１＝νｋ＋（Ｉ－Ａ＋Ａ）（ｕｋ－ｕｋ－１）＋Ａ＋（ｇ－Ａｕｋ）
ｕｋ＋１＝δＴμ（ν

ｋ＋１{ ）
（２７）

其中ｕ－１＝ｕ０＝０，ν０＝０，ｋ＝０，１，．．．，δ是一个正参数。
为了避免过度地计算矩阵和矩阵相乘，提高计算

效率，我们令ｙｋ＝（Ｉ－Ａ＋Ａ）（ｕｋ－ｕｋ－１），ｒｋ＝ｂ－Ａｕｋ，则
ｙｋ＝（Ｉ－Ａ＋Ａ）（ｕｋ－ｕｋ－１）
＝（ｕｋ－ｕｋ－１）＋Ａ＋（Ａｕｋ－１－ｇ＋ｇ－Ａｕｋ）
＝（ｕｋ－ｕｋ－１）＋Ａ＋（ｒｋ－ｒｋ－１）
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同时，令
!

ｋ＝Ａ＋ｒｋ，从而可得 ｙｋ＝（ｕｋ－ｕｋ－１）＋（
!

ｋ－

!

ｋ－１）。

综上所述，令ｕ０＝０，ν０＝０，ｙ０＝０，!０＝０，由（２７）我
们便可得到一种新的迭代方法———基于正交投影的

Ｂｒｅｇｍａｎ迭代正则化方法

νｋ＋１＝νｋ＋ｙｋ＋!ｋ

ｕｋ＋１＝δＴμ（ν
ｋ＋１）

ｒｋ＋１＝ｇ－Ａｕｋ＋１

!

ｋ＋１＝Ａ＋ｒｋ＋１

ｙｋ＋１＝（ｕｋ＋１－ｕｋ）＋（
!

ｋ＋１－
!

ｋ













）

（２８）

与Ａ＋线性 Ｂｒｅｇｍａｎ迭代算法相比较，该迭代也仅

仅涉及到矩阵向量乘 Ａｕｋ＋１，Ａ＋ｒｋ＋１和压缩算子 δＴμ
（νｋ＋１），从而在数值试验方面很容易实现。尽管这种新

型迭代方法每步迭代的计算量近似等价于 Ａ＋线性

Ｂｒｅｇｍａｎ迭代（两次矩阵向量乘积和一次收缩运算），

但是由于Ａ＋线性Ｂｒｅｇｍａｎ迭代算法在某一迭代过程中

ｕｋ几乎保持不变，使得迭代过程出现了停滞现象，从而

使得算法收敛十分缓慢（详见［１０］）。而在新的迭代

过程中，由于其综合了前一步迭代的更多信息，从而有

可能避免这一现象，使得迭代步数减少，进而极大地提

高了计算效率。事实上，Ａ＋线性 Ｂｒｅｇｍａｎ迭代是 Ｂｒｅｇ

ｍａｎ迭代正则化在正交投影下的一种特殊情况。

命题 ３．１：　当矩阵 Ａ是满秩时，正交投影的 Ｂｒｅｇｍａｎ

迭代正则化方法（２７）可以转化为（９）。

证明．令νｋ＋１＝Ａ＋!ｋ＋１，由（２７）可以得到下面等式

Ａ＋
!

ｋ＋１＝Ａ＋
!

ｋ＋（Ｉ－Ａ＋Ａ）（ｕｋ－ｕｋ－１）＋Ａ＋（ｇ－Ａｕｋ）
（２９）

在上述等式两边同乘以Ａ，并且由ＡＡ＋＝Ａ（ＡＴ（ＡＡＴ）－１）

＝Ｉ很容易得到

!

ｋ＋１＝
!

ｋ＋（ｇ－Ａｕｋ） （３０）

所以由（２７）便有

!

ｋ＋１＝
!

ｋ＋（ｇ－Ａｕｋ）
ｕｋ＋１＝δＴμ（Ａ

＋
!

ｋ＋１{ ）
（３１）

即为Ａ＋线性Ｂｒｅｇｍａｎ迭代（９）。 □
下面我们将证明由算法２得到的解序列｛ｕｋ｝为极

小化问题（３）的一个最优解，证明类似于文［４］。
定理 ３．１：　设 ｕ是满足 ｕ∈ａｒｇｍｉｎ

ｕ∈Ｒｎ
‖Ａｕ－ｇ‖２的

任意ｕ，ｕｋ是满足算法２中Ａ＋Ａｕｋ＝Ａ＋ｇ的任意ｕｋ，则ｕｋ

是极小化问题（３）的一个最优解。

证明．首先，如果 ｕ∈ａｒｇｍｉｎ
ｕ∈Ｒｎ

‖Ａｕ－ｇ‖２，则 Ａ＋Ａｕ＝

Ａ＋ｇ，结合Ａ＋Ａｕｋ＝Ａ＋ｇ得Ａ＋Ａｕ－Ａ＋Ａｕｋ＝０。

其次，由（２３）的最优性条件，ｐｋ＋１＝ｐｋ－１
δ
Ａ＋Ａ（ｕｋ＋１－

Ａ＋ｇ）及ｐ０＝０，ｕ０＝０，得

ｐ１＝－１
δ
Ａ＋Ａ（ｕ１－Ａ＋ｇ）　　ｐ２＝－１

δ
Ａ＋Ａ（ｕ２＋ｕ１－２Ａ＋ｇ）…

由数学归纳法得

ｐｋ＝－１
δ
Ａ＋Ａ（∑

ｋ

ｉ＝１
ｕｉ－ｋＡ＋ｇ）

对任意ｕ，由Ｂｒｅｇｍａｎ距离的非负性有
Ｊ（ｕｋ）≤Ｊ（ｕ）－＜ｕ－ｕｋ，ｐｋ ＞

＝Ｊ（ｕ）＋＜ｕ－ｕｋ，１
δ
Ａ＋Ａ（∑

ｋ

ｉ＝１
ｕｉ－ｋＡ＋ｇ）＞

＝Ｊ（ｕ）＋＜ｕ－ｕｋ，１
δ
ＡＴ（ＡＡＴ）＋Ａ（∑

ｋ

ｉ＝１
ｕｉ－ｋＡ＋ｇ）＞

＝Ｊ（ｕ）＋＜ｕ－ｕｋ，１
δ
ＡＴ（ＡＴ）＋Ａ＋Ａ（∑

ｋ

ｉ＝１
ｕｉ－ｋＡ＋ｇ）＞

＝Ｊ（ｕ）＋＜Ａ＋Ａｕ－Ａ＋Ａｕｋ，１
δ
Ａ＋Ａ（∑

ｋ

ｉ＝１
ｕｉ－ｋＡ＋ｇ）＞

＝Ｊ（ｕ）
其中第二个等式应用到了引理２．１。

因此，对于满足 ｕ∈ａｒｇｍｉｎ
ｕ∈Ｒｎ

‖Ａｕ－ｇ‖２的任意 ｕ和

满足Ａ＋Ａｕｋ＝Ａ＋ｇ的任意ｕｋ，有Ｊ（ｕｋ）≤Ｊ（ｕ）。故 ｕｋ是
（１２）的一个最优解。再根据（３）与（１２）的等价性，从
而ｕｋ也是极小化问题（３）的一个最优解。 □

４　数值结果

本节，我们利用数值软件ＭＡＴＬＡＢ７．９．０（Ｒ２００９ｂ）

对稀疏信号进行恢复来验证本文所提新方法的可行性

和有效性，并将其与Ａ＋线性Ｂｒｅｇｍａｎ迭代作比较。

首先，针对Ｊ（ｕ）＝‖ｕ‖１，我们给出Ａ
＋线性 Ｂｒｅｇｍａｎ

迭代算法和新算法的具体方案。（见表１）

测量矩阵Ａ∈Ｒｍ×ｎ，ｒａｎｋ（Ａ）＝ｒ＜ｍ是由函数 ｒａｎｄｎ

（·）生成的随机矩阵，ｎ维稀疏信号 ｕ是由 ｒａｎｄｐｅｒｍ（·）

和ｒａｎｄｎ（·）生成的，观察数据 ｇ可由 ｇ＝Ａｕ得到。此

外，Ａ＋用 ｐｉｎν（·）来计算，ｋ代表稀疏信号的非零个数。

为了实现的方便，在数值试验中我们令 ｋ＝３０（也可选

其他值），停止准则为‖Ａｕｋ－ｇ‖／‖ｇ‖≤１０ｅ－７，最大

迭代次数Ｋｍａｘ＝１０００。因为算法的迭代次数和运行时

间基本是依赖于 μ和 δ的，因此 μ和 δ的选择对数值
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试验是非常重要的。通过反复的数值试验，我们发现

对Ａ＋线性Ｂｒｅｇｍａｎ迭代算法来说δ＝１，μ１＝５时试验效

果是比较好的，对于基于正交投影的 Ｂｒｅｇｍａｎ迭代正

则化算法来说δ＝１，μ２＝０．０１时实验效果比较好。为

了更具有比较性，我们将两种算法的最佳效果进行对

比，为此我们将固定δ＝１，而对两种算法分别选择μ１＝

５，μ２＝０．０１。此外利用相对误差‖ｕ
ｋ－ｕ‖／‖ｕ‖作为重

构质量的标准。

表１　Ａ＋线性Ｂｒｅｇｍａｎ迭代算法和新算法
Ｔａｂ．１　Ａ＋ｌｉｎｅａｒＢｒｅｇｍａｎｉｔｅｒａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍａｎｄｔｈｅｎｅｗａｌｇｏｒｉｔｈｍ

算法１　Ａ＋线性Ｂｒｅｇｍａｎ迭代算法 算法２　新算法

Ｓｔｅｐ１：初始化ｕ０＝０，ν０＝０；

Ｓｔｅｐ２：ｗｈｉｌｅ“ｎｏｔｃｏｎｖｅｒｇｅ”ｄｏ

利用公式（９）

　ｋ←ｋ＋１；

ｅｎｄｗｈｉｌｅ

Ｓｔｅｐ１：初始化ｕ０＝０，　ν０＝０，　ｙ０＝０，　!

０＝０；

Ｓｔｅｐ２：ｗｈｉｌｅ“ｎｏｔｃｏｎｖｅｒｇｅ”ｄｏ

　利用公式（２８）

　　ｋ←ｋ＋１；

ｅｎｄｗｈｉｌｅ

表２　两种算法效果比较
Ｔａｂ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｗｏａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

（ｍ，ｎ，ｒ） 算法 迭代次数 时间（不含Ａ＋的计算时间） 相对误差

（２５０，５００，２００）
算法１ ９４３ ０．６９３ ９．６４６０ｅ－００７

算法２ ６５ ０．０４１ ４．０５８７ｅ－００７

（５００，１０００，３００）
算法１ ５００ １．６９１ １．２０２０ｅ－００６

算法２ ５８ ０．１９２ ９．８３１０ｅ－００７

（１０００，２０００，６００）
算法１ ８２２ １０．３９５ １．０９６９ｅ－００６

算法２ ４８ ０．６３５ ５．７７４６ｅ－００７

（２０００，４０００，１２００）
算法１ ９６７ ５３．１７０ ８．６１５９ｅ－００７

算法２ ４５ ４．２０４ ２．６５３０ｅ－００７

图１　原始信号，噪声信号和恢复信号（ｍ＝２０００，ｎ＝４０００，ｒ＝１２００）
Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｓｉｇｎａｌｓ，ｎｏｉｓｙｓｉｇｎａｌｓａｎｄｒｅｃｏｖｅｒｅｄｓｉｇｎａｌｓ（ｍ＝２０００，ｎ＝４０００，ｒ＝１２００）
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图２　两种算法相对误差衰减（ｍ＝２０００，ｎ＝４０００，ｒ＝１２００）
Ｆｉｇ．２　Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｄｅｃａｙｏｆｔｗｏａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

（ｍ＝２０００，ｎ＝４０００，ｒ＝１２００）

通过表２、图１、图２，我们可以直观清晰地看出新
算法不仅加快了收敛速度，还有效的避免了停滞现象。

５　结束语

本文提出一种求解稀疏最小二乘问题的新 Ｂｒｅｇ
ｍａｎ迭代正则化方法，因为它仅仅需要矩阵向量乘和
压缩算子的计算，从而使得新的算法很容易实现。同

时文中还给出了新方法与 Ａ＋线性 Ｂｒｅｇｍａｎ迭代的关
系。数值试验表明本文所提出的新算法可以成功地应

用于压缩感知问题和高精度低时耗的信号恢复等问

题。下一步，我们将会进一步给出该新算法的收敛性，

并希望能将这种方法应用到图像分割、图像去噪等其

他方面。
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