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基于凸优化的抗旋转图像盲源分离算法研究

杨自柱　章春娥
（北京交通大学信息科学研究所，北京 １０００４４）

摘　要：盲源分离是指在没有源信号任何先验知识的情况下，只根据多个观测信号实现对源信号的恢复。本文在
ＣＡＭＮＳ算法的基础上提出了一种抗旋转的图像盲源分离新算法，该算法首先对观测图像进行预处理，提取图像
旋转不变因子，然后利用图像空间局部显著性的假设将旋转后的图像盲源分离转化为可解的凸优化问题，进而

求出分离矩阵，最后反解混合方程组确定源图像。实验结果表明：新算法有效地消除了旋转对盲源分离的影响，

算法性能指标较ＩＣＡ算法、ＮＭＦ算法和ＣＡＭＮＳ算法提高了近８０
!

以上。
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１　引言

盲源分离（ＢｌｉｎｄＳｏｕｒｃｅｓＳｅｐａｒａｔｉｏｎ，ＢＳＳ）是最近十
几年来信号处理方面的热门研究领域，它是一种无需任

何先验知识，仅仅由源信号相互独立的假设，就能从一

组可观测的源信号的混合信号中恢复出各源信号的方

法。这种独特的方式使得它在图像处理、通信信号处

理、生物医学信号处理等领域获得了广泛的应用。目前

盲源分离的算法主要有ＩＣＡ（ＩｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔＣｏｍｐｏｎｅｎｔＡ
ｎａｌｙｓｉｓ）方法［１３，１１］、稀疏成分分析（Ｓｐａｒｓｅｃｏｍｐｏｎｅｎｔ
ａｎａｌｙｓｉｓ，ＳＣＡ）方法［１，４，５］和非负矩阵分解（Ｎｏｎｎｅｇａ
ｔｉｖｅｍａｔｒｉｘｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ，ＮＭＦ）方法［１，８，１０］。

ＴｓｕｎｇＨａｎＣｈａｎ等人最近提出了一种非负源混合
观察对象的凸分析（Ｃｏｎｖｅｘａｎａｌｙｓｉｓｏｆｍｉｘｔｕｒｅｓｏｆｎｏｎ
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ｎｅｇａｔｉｖｅｓｏｕｒｃｅｓ，ＣＡＭＮＳ）方法［６，７］，该方法将凸优化
理论与传统的盲源分离方法相结合，把图像信号置于

向量空间中进行分析，以一种全新的角度来阐释图像

盲源分离问题，并提出了空间局部显著性（ｌｏｃａｌｄｏｍｉ
ｎａｎｃｅ）［７］的合理假设，克服了传统盲源分离算法对源
信号统计独立性的要求。相比ＩＣＡ算法和ＮＭＦ算法，
ＣＡＭＮＳ算法的假设更符合图像特点，分离效果更好，
并且具有更高的信噪比（ＳＮＲ），甚至在图像源具有较
强相关性的情况下也是有效的［６］。但不论是 ＩＣＡ算
法，ＮＭＦ算法还是ＣＡＭＮＳ算法，它们在处理有旋转因
素影响的图像盲源分离问题时却都遇到了挑战：在实

际工程应用例如产品表面印刷行业中，对于同一个印

刷源而言，不论它是否经过旋转，都应判别为同一个源

信号。也就是说，旋转前后的两幅图像应当视为同一

个源。那么将源图旋转以后与另外的图进行混合，然

后再进行盲源分离，其结果理应恢复出最初的几幅源

图。但直接运用上述各种盲源算法进行这种问题的分

离时效果都非常差，几乎完全无法恢复出源图。

本文在ＣＡＭＮＳ算法的基础上，针对两个源图旋转
后再混合的情况，首次提出了一种抗旋转图像盲源分

离新算法：该算法首先对观测图像进行预处理，然后根

据混合方程提取旋转不变性因子，保证分离图像的空

间局部显著性，进而转化为 ＣＡＭＮＳ算法可解的问题，
从而确定分离矩阵，最终通过反解混合方程组求出源

图像。计算机仿真结果及性能指标证明了本文方法的

准确性和有效性。

２　ＣＡＭＮＳ算法原理简介

图像的盲源分离是一种在获得若干幅观测图像以

后，从观测序列中估计出源图像的过程。其数学模型

［７］为：假设有Ｎ个未知的相互统计独立的源信号ｓ１

［ｎ］，．．．，ｓＮ［ｎ］，Ｍ个由这些源信号混合而成的观测信
号ｘ１［ｎ］，．．．，ｘＭ［ｎ］，满足下列关系：

Ｘ［ｎ］＝ＡＳ［ｎ］　 ｎ＝１，．．．，Ｌ （１）
式中，Ｓ［ｎ］＝［ｓ１［ｎ］，．．．，ｓＮ［ｎ］］

Ｔ为源图像向量；Ｘ［ｎ］
＝［ｘ１［ｎ］，．．．，ｘＭ［ｎ］］

Ｔ为观测混合图像向量；Ａ为 Ｍ×
Ｎ阶混合系数矩阵，Ｌ为每幅图像的像素点数目。
“盲”指的是对源信号和混合结构的未知性。在实际

问题中，满足Ｍ≥Ｎ且Ｌ＞＞ｍａｘ｛Ｍ，Ｎ｝。图像盲源分离
的目标，就是在不知道混合矩阵 Ａ的前提下，从 Ｍ个
观测图像Ｘ［ｎ］＝［ｘ１［ｎ］，．．．，ｘＭ［ｎ］］

Ｔ中，预测出Ｎ个
源图像Ｓ［ｎ］＝［ｓ１［ｎ］，．．．，ｓＮ［ｎ］］

Ｔ。

定义向量集｛ｓ１，．．．，ｓＮ｝!

Ｌ的仿射包：

ａｆｆ｛ｓ１，．．．，ｓＮ｝＝ ｘ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
θｉｓｉθｉ∈!

，∑
Ｎ

ｉ＝１
θｉ＝{ }１
（２）

或者表示为矩阵形式：

ａｆｆ｛ｓ１，．．．，ｓＮ｝＝ｘ＝Ｃ!＋ｄ !∈!{ }Ｐ （３）

这里ｄ∈!

Ｌ（不唯一），Ｃ为列满秩矩阵且 Ｃ∈!

Ｌ×Ｐ（不

唯一），Ｐ为仿射集的维数，Ｐ≥１。在 ＣＡＭＮＳ算法中，
（Ｃ，ｄ）称为观测序列 ｘ的特征２元组，一般采用仿射
集匹配的方法（ａｆｆｉｎｅｈｕｌｌｆｉｔｔｉｎｇ）［７］求出。

向量集｛ｓ１，．．．，ｓＮ｝!

Ｌ的凸包：

ｃｏｎｖ｛ｓ１，．．．，ｓＮ｝＝ ｘ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
θｉｓｉθｉ≥０，∑

Ｎ

ｉ＝１
θｉ＝{ }１
（４）

仿射包是未考虑源信号正负性时的观测信号集

合；凸包是考虑到图像信号的非负性以及图像灰度值

的取值范围不变性时的观测信号集合。以源信号数目

为２个的情形为例，其对应的仿射包、凸包以及二者关
系的示意图如图１所示。

图１　仿射包、凸包
Ｆｉｇ．１　Ｅｘａｍｐｌｅｓｏｆａｆｆｉｎｅｈｕｌｌ＆ｃｏｎｖｅｘｈｕｌｌ

９８９
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　　基于以上理论，图像盲源分离问题可以转化为求

解多面体凸包的极点。进一步对源信号作空间局部显

著性假设［６］：图１中，对某个源图像 ｉ，一定存在至少

一个像素点的灰度值 ｘｉ［ｎ］＞０，而其他源图像在对应

位置的灰度值等于０。也就是说，每个源图像一定存

在至少１个显著区别于其他源图像的像素点。在该假

设条件下，就可利用凸优化方法逐个地找出这些与众

不同的像素点，从而分离出源图像。ＣＡＭＮＳ算法正是

基于这种准确合理的假设进行的凸优化盲源分离方

法。从几何的角度来讲，混合信号向量 ｘ１，．．．，ｘＭ是源

信号向量ｓ１，．．．，ｓＮ的凸组合，二者映射到欧氏空间!

Ｎ

中后，混合信号向量 ｘ１，．．．，ｘＭ是由源信号向量 ｓ１，．．．，

ｓＮ在向量空间中张成的凸多面体，而需要恢复的源信

号向量ｓ１，．．．，ｓＮ正是该凸多面体的顶点。这样一来，

就可以利用最优化方法［７，９］求解凸优化方程组来最

终确定源信号向量ｓ１，．．．，ｓＮ。

３　基于凸优化的盲源分离算法抗旋转设计

３．１　抗旋转算法基本原理

考虑ＣＡＭＮＳ算法的局部显著性假设：对某个源图

像ｉ，一定存在至少一个像素点 ｘｉ［ｎ］＞０，而其他源图

像在该位置的像素值为０。显然旋转后与旋转前的两

幅图像满足该假设，也就是说，一旦源图像进行了旋

转，那么旋转后和旋转前这两幅图像在欧氏空间
!

Ｎ中

所对应的两个向量自动满足局部显著性假设，这样一

来二者在ＣＡＭＮＳ算法中就必然会被认为是两个不同

的源，这并不符合实际的情况。为此，需要寻找旋转不

变量来克服源信号的旋转造成的影响。

以源图个数Ｎ＝２的情形进行分析：假设源图像信

号分别为ａ１（ｘ，ｙ）和ｂ１（ｘ，ｙ），二者分别绕中心点旋转

角度
!

和β后得到图像：

ａ２（ｘ，ｙ）＝ａ１（（ｘｃｏｓ!＋ｙｓｉｎ!），（－ｘｓｉｎ!＋ｙｃｏｓ!））

　　ｂ２（ｘ，ｙ）＝ｂ１（（ｘｃｏｓβ＋ｙｓｉｎβ），（－ｘｓｉｎβ＋ｙｃｏｓβ））　

　因为源图像的灰度值范围是０～２５５，在发生混合以

后，新的观测图像灰度值范围并未发生变化，仍为０～

２５５，所以观测（混合）图像ｆ（ｘ，ｙ）是原始图像 ａｉ（ｘ，ｙ）

和ｂｊ（ｘ，ｙ）（ｉ，ｊ＝１，２）的凸组合的形式，这样即可得到

Ｍ＝４幅混合图像，用方程组建模表示为：

ｆ１（ｘ，ｙ）＝ｋ１ａ１（ｘ，ｙ）＋ｍ１ｂ１（ｘ，ｙ）

ｆ２（ｘ，ｙ）＝ｋ１ａ２（ｘ，ｙ）＋ｍ１ｂ２（ｘ，ｙ）

ｆ３（ｘ，ｙ）＝ｋ２ａ１（ｘ，ｙ）＋ｍ２ｂ２（ｘ，ｙ）

ｆ４（ｘ，ｙ）＝ｋ２ａ２（ｘ，ｙ）＋ｍ２ｂ１（ｘ，ｙ











 ）

（５）

其中 ｋｉ、ｍｉ为随机正数且 ｋｉ＋ｍｉ＝１，ｉ＝１，２。根据式
（５）可知，混合矩阵：

Ａ１＝
ｋ１ ｋ１ ｋ２ ｋ２
ｍ１ ｍ１ ｍ２ ｍ[ ]２

Ｔ

（６）

显然，我们的目标是从混合图像信号ｆ１（ｘ，ｙ）～ｆ４（ｘ，ｙ）
中恢复出源图像信号ａ１（ｘ，ｙ）和ｂ１（ｘ，ｙ）。

令ｘ＝ｒｃｏｓθ，ｙ＝ｒｓｉｎθ，将（５）式用极坐标变换重写，
表示如下：

ｆ１（ｒ，θ）＝ｋ１ａ１（ｒ，θ）＋ｍ１ｂ１（ｒ，θ）

ｆ２（ｒ，θ）＝ｋ１ａ１（ｒ，θ－!）＋ｍ１ｂ１（ｒ，θ－β）

ｆ３（ｒ，θ）＝ｋ２ａ１（ｒ，θ）＋ｍ２ｂ１（ｒ，θ－β）

ｆ４（ｒ，θ）＝ｋ２ａ１（ｒ，θ－!）＋ｍ２ｂ１（ｒ，θ











 ）

（７）

在笛卡儿坐标系中，角度的旋转对应将对应于极坐标

系中角度轴的平移。

对（７）式作下列变换

$１＝［ｆ１（ｒ，θ）＋ｆ２（ｒ，θ）］／２

$２＝［ｆ３（ｒ，θ）＋ｆ４（ｒ，θ）］／２

ｓ１＝［ａ１（ｒ，θ）＋ａ１（ｒ，θ－!）］／２

ｓ２＝［ｂ１（ｒ，θ）＋ｂ１（ｒ，θ－β）］／











 ２

（８）

则（７）式可改写成如下形式：

$１＝ｋ１ｓ１＋ｍ１ｓ２
$２＝ｋ２ｓ１＋ｍ２ｓ{

２

（９）

或者表示为矩阵形式：

$$$$

＝Ａｓ （１０）

其中
$$$$

＝［
$１，$２］

Ｔ、ｓ＝［ｓ１，ｓ２］
Ｔ、Ａ＝

ｋ１ ｍ１
ｋ２ ｍ[ ]２ 。将ｓ看

作旋转不变因子，并将ｓ视为新的源信号，则ｓ１和ｓ２可
以用ＣＡＭＮＳ算法求出。

证明：这里需要证明ｓ１和ｓ２满足ＣＡＭＮＳ算法的４

条关键假设［７］：

●对于假设１：源信号为非负信号：因为任何图像

都是非负信号，所以ｓ１和ｓ２满足此要求；

●对于假设２：空间局部显著性假设：对于新的源

信号ｓ１和ｓ２而言，至少存在某一个像素点，使得 ｓ１在

该点的灰度值大于零而 ｓ２在对应点的灰度值等于零，

０９９
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也就是说，源图像ｓ１中至少存在１个显著区别于源图

像ｓ２的像素点，这个条件也不难满足；

●对于假设 ３：混合矩阵 Ａ的行和为 １：根据式

（９）可知混合矩阵为 Ａ＝
ｋ１ ｍ１
ｋ２ ｍ[ ]２ ，而 ｋｉ、ｍｉ为随机正

数且ｋｉ＋ｍｉ＝１，ｉ＝１，２，亦满足要求；
●对于假设４：Ｍ≥Ｎ且 Ａ为列满秩矩阵：这个条

件总可以通过去掉相关项来满足。

同时，根据式（９）可知观测信号
$１和$２正是新的

源信号ｓ１和ｓ２的凸包。

综上所述，观测信号
$１和$２满足 ＣＡＭＮＳ算法所

有的必要假设，因此可以对
$１和$２用 ＣＡＭＮＳ算法进

行分离，且分离的结果是ｓ１和ｓ２，证毕。

源图数目 Ｎ≥２的情形可以同理推出，此处不再

赘述。

３．２　算法实现基本步骤

（１）对观测图像序列ｆ（ｘ，ｙ）进行抗旋转的预处理

变换
$

（ｕ，ｖ）＝Ｆ［ｆ（ｘ，ｙ）］，如式（８）所示，提取旋转不

变因子
$$$$

；

（２）利用仿射集匹配方法［７］计算
$$$$

的特征二元

组（Ｃ，ｄ）；

（３）求解线性凸优化矩阵极值方程组［６］：

ｍｉｎｒＴ（Ｃ
!!!!

＋ｄ）

ｍａｘｒＴ（Ｃ
!!!!

＋ｄ）

ｓ．ｔ．Ｃ
!!!!

＋ｄ≥









 ０

（１１）

其中ｒ∈!

Ｌ，得到极值点
!１和!２；

（４）记ｓ１＝Ｃ!１＋ｄ，ｓ２＝Ｃ!２＋ｄ，则 ｓ１和 ｓ２即为分
离结果；

（５）将分离的结果 ｓ１和 ｓ２回代到方程组（９）中，

则可以反解出分离矩阵 Ａ＝
ｋ１ ｍ１
ｋ２ ｍ[ ]２ ，进而可以推出

混合矩阵

Ａ１＝
ｋ１ ｋ１ ｋ２ ｋ２
ｍ１ ｍ１ ｍ２ ｍ[ ]２

Ｔ

＝ １ １ ０ ０[ ]０ ０ １ １

Ｔ

Ａ

＝ １ １ ０ ０[ ]０ ０ １ １

Ｔ ｋ１ ｍ１
ｋ２ ｍ[ ]２ （１２）

再将Ａ１回代到式（５）中，该方程组中的已知量为

观测图像ｆ１（ｘ，ｙ）～ｆ４（ｘ，ｙ），未知量为 ａ１（ｘ，ｙ）、ａ２（ｘ，

ｙ）、ｂ１（ｘ，ｙ）、ｂ２（ｘ，ｙ），故方程有唯一解，那么源图像 ａ１
（ｘ，ｙ）和 ｂ１（ｘ，ｙ）就可以通过求解该四元一次方程组
来确定。

４　算法仿真与分析

４．１　算法性能指标：

（１）ＩＦ方法：它是基于图像的评价准则，定义为：

ＩＦ＝１－∑
ｉ，ｊ
［ｆ（ｉ，ｊ）－ｆ′（ｉ，ｊ）］２ ∑

ｉ，ｊ
ｆ２（ｉ，ｊ）

（１３）
式中：ｆ（ｉ，ｊ）表示源图像各像素点值，ｆ′（ｉ，ｊ）表示估

计出的图像各像素点值，ＩＦ值用于判断两幅图像的相
似程度，两幅图像近似程度越大，ＩＦ值越接近于１。

（２）系统矩阵的全局指标，它是基于混合矩阵的
评价准则，定义为：

ＰＩ＝ １
ｎ（ｎ－１）∑

ｎ

ｉ＝１
（∑

ｎ

ｉ＝１

ｇｉｋ
２

ｍａｘｊ ｇｉｊ
２－１[ ）

　 ＋（∑
ｎ

ｊ＝１

ｇｋｉ
２

ｍａｘｊ ｇｊｉ
２－１ ]） （１４）

式中，ｇ为解混矩阵 ｗ（定义：为了仅从观测的混合信
号ｘ恢复出源信号 ｓ，设置解混矩阵 ｗ，使得 ｙ＝ｗｘ，ｙ
为分离出的估计信号）和混合矩阵 Ａ的乘积 Ｇ矩阵
（Ｇ＝ｗＡ）的元素，ｍａｘｉｇｉｊ表示 Ｇ的第 ｉ行元素绝对
值中的最大值，ｍａｘｊｇｊｉ表示Ｇ的第ｊ列元素绝对值中
的最大值，当分离出的估计信号 ｙ与源信号 ｓ完全相
同时ＰＩ＝０，但由于受计算误差的影响，该值不可能为
０，通常，ＰＩ到１０－２附近就说明该算法分离性能已相当
好［１１］。
４．２　仿真与分析

为了检验算法的性能，实验中首先给定若干幅源

图，然后对源图旋转后进行凸组合得到相应的观测混

合图，再利用ＩＣＡ算法、ＮＭＦ算法、ＣＡＭＮＳ算法和新算
法分别进行仿真，观察分离结果，若分离结果与源图一

致，则表明算法准确合理。

实验用两幅３００×３００的 Ｌｅｎａ图像和 Ｂａｂｏｏｎ图像
作为源图，第一幅 Ｌｅｎａ图像绕中心点顺时针旋转 ９°
（随机角度），第二幅Ｂａｂｏｏｎ图像绕中心点逆时针旋转
８．５°（随机角度），一共获得４幅混合观测图像，仿真实
验中Ａ１用随机数构造。混合矩阵

Ａ１＝
０．４９９８ ０．４９９８ ０．７８０８ ０．７８０８
０．５００２ ０．５００２ ０．２１９２ ０．[ ]２１９２

Ｔ

１９９
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两幅源图像、旋转后的图像以及观测（混合）图像

如图２所示。图３为 ＩＣＡ算法、ＮＭＦ算法、ＣＡＭＮＳ算

法和本文算法分离结果，其中第一行是分离出来的第

一幅图，第二行是分离出的第二幅图。

图２　原始图像及混合图像

Ｆｉｇ．２　Ｏｒｉｇｉｎａｌｉｍａｇｅｓａｎｄｈｙｂｒｉｄｉｍａｇｅｓ

图３　分离结果

Ｆｉｇ．３　Ｓｅｐａｒａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

　　从直观上看，本文算法分离效果非常明显，而 ＩＣＡ
算法、ＮＭＦ算法和 ＣＡＭＮＳ算法则还存在明显的图像
重叠的情况，基本无法辨认出初始的两幅源图。下面

再对４种算法进行严格的算法性能指标检验：
表１比较了本文算法与 ＩＣＡ算法、ＮＭＦ算法和

ＣＡＭＮＳ算法的ＩＦ值和ＰＩ值，通过对比性能参数可以看
出，ＣＡＭＮＳ算法的ＩＦ值与ＩＣＡ算法和ＮＭＦ算法相比更

接近于１，ＰＩ值更接近于１０－２，说明ＣＡＭＮＳ算法的分离
效果优于ＩＣＡ算法和ＮＭＦ算法，但三种算法离完全分
离还差距甚远，综合三者的分离效果及性能参数来看，

可以认为都没能分离出图像源序列。而本文算法的 ＩＦ
值为０．９９８７２，非常接近于１，ＰＩ值为０．０１０３６５，非常接近
于１０－２，根据文献［１１］，相比于上述三种算法，新的算法
的分离效果已经相当好。
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表１　四种算法的ＩＦ值和ＰＩ值
Ｔａｂ．１　ＩＦｖａｌｕｅｓ＆ＰＩｖａｌｕｅｓｏｆＩＣＡ，ＮＭＦ，

ＣＡＭＮＳａｎｄｎｏｖｅｌａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

算法类别 ＩＦ ＰＩ

ＩＣＡ算法 ０．４８５４１１ ０．７７４５３２
ＮＭＦ算法 ０．４７９８５２ ０．７６９８２１
ＣＡＭＮＳ算法 ０．５６２５６９ ０．６５８９２４
本文算法 ０．９９８７６２ ０．０１０３６５

５　结论

本文提出了一种基于凸优化的抗旋转图像盲源分

离新算法，该算法解决了直接运用传统盲源分离算法

以及ＣＡＭＮＳ算法均无法克服的有旋转因素影响的图
像盲源分离问题。其基本思想是通过寻找旋转不变因

子来抵抗旋转对图像盲源分离带来的影响并最终利用

凸优化方法实现图像源的分离。相比于几种经典的盲

源分离算法，新算法的分离效果十分明显，同时性能指

标也有较大的提高。本文为图像盲源分离问题提供了

一种新思路。但目前此方法只讨论了两个图像源混合

的情况，并且旋转的方式为中心旋转，所以多个信号源

绕任意点旋转后的盲源分离问题将是我们需要进一步

研究的工作。
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