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摘　要：多机无源定位中存在载机位置误差却不予考虑时必然会降低目标的定位跟踪精度。为了解决存在载机位
置误差情况下的定位问题，提出了一种考虑载机位置误差的约束最小二乘（ＣＬＳ）多机无源定位算法。该算法对伪
线性观测方程中由于测量误差和载机位置误差而导致的增广系数矩阵的误差协方差阵进行约束，并对伪线性观

测方程的误差进行约束最小二乘处理，最终转化为对一组矩阵束的广义特征分解问题。仿真结果表明，相对于最

小二乘（ＬＳ）算法和扩展卡尔曼滤波（ＥＫＦ）算法，该算法具有更快的收敛速度和较高的定位精度，并且受载机位
置误差影响小，在观测噪声比较大时仍能保持良好的定位性能。
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１　引言

在无源定位中，当观测站自身存在定位误差时，目

标辐射源的定位跟踪精度势必受到影响，因此在定位

算法中考虑观测站自身位置误差对于提高定位精度是

必要的［１４］。文献［１，３］分析了存在观测站位置误
差却不予考虑时的 ＭＳＥ（均方误差）相对于考虑观测

站位置误差时的 ＣＲＬＢ（克拉美罗限）的恶化程度，并
比较了存在观测站位置误差与不存在观测站位置误差

的ＣＲＬＢ。文献［２］采用泰勒一阶近似将角度观测方
程线性化，并通过高斯—牛顿迭代法对目标位置参量

和观测站位置进行联合估计。这种方法在高斯噪声背

景下与极大似然法等价，因此能够达到 ＣＲＬＢ，但却需
要初始估计，存在发散问题，并且可能无法达到全局最
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优解。文献［３，４］针对观测量为 ＴＤＯＡ（时差）和
ＦＤＯＡ（频差）的情况采用了两步最小二乘的方法将观
测站自身位置误差考虑到定位算法中，其思路是通过

引入冗余变量将观测方程伪线性化并通过最小二乘求

解，然后考察引入的冗余变量与目标位置参量的关系

并通过最小二乘进一步减小目标位置参量的估计误

差，在进行两步最小二乘的求解过程中，观测站位置误

差是通过影响权重矩阵来引入到定位算法中。这种算

法虽然克服泰勒近似算法的缺点，但由于冗余变量的

选择问题，要么多个观测站只根据当前时刻获得的观

测量进行定位从而影响定位精度的提高，要么作为参

考的主站静止以利用之前获得所有观测量进行批量处

理，但会影响实际定位系统的应用。

国内无源定位算法研究中很少考虑观测站自身的

位置误差。文献［５］将观测方程在目标状态的估计值
和观测站位置观测值处一阶泰勒展开，并将观测站的

位置误差补偿到测量误差中，从而利用等效测量误差

进行滤波和参数估计。

文献［６］提出了一种单站渐进无偏的定位算法，
其基本思想是在无约束的最小二乘问题中引入关于伪

线性观测方程的误差协方差阵的约束条件，从而能够

获得目标位置的渐进无偏估计。构造的二次等式约束

采用Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法引入到目标函数中，并将约束最
小二乘问题转化为对一组矩阵束的广义特征分解并求

其最小特征值和对应特征向量的问题。文献［７］将这
一思想进一步扩展到三维多站无源定位跟踪中，并取

得理想的效果，但文献［６，７］都没有考虑观测站位置
误差的影响。本文根据这种思想，在多机无源定位问

题中，将由测量误差和载机位置误差导致的观测方程

误差同时纳入约束中，采用 ＣＬＳ解决存在载机位置误
差时的多机定位问题。

２　ＧＬＳ定位算法

本文讨论存在载机位置误差时，二维空间中多架

飞机编队飞行对地面固定辐射源的无源定位问题，采

用的观测量为方位角和到达时间差。若干架装载定位

设备的飞机编队飞行，构成多机测角／测时差定位系
统，以其中的某一飞机为主站，其他为辅站，辅站通过

数据链向主站传输测量数据和导航数据，主站进行数

据融合及定位解算。飞机的位置和速度信息可以通过

全球导航系统（如ＧＰＳ）来提供［５］。以 ＧＰＳ为例，影响

ＧＰＳ定位精度的因素有很多，主要有［８］：卫星钟误差、

星历误差、电离层附加延时误差、对流层附加延时误

差、多路径误差、接收机噪声以及美国采取的 ＳＡ（选择
可用性）措施等。ＧＰＳ的误差主要表现在测距误差，测

距误差乘以位置几何误差系数便可得到位置误差［８］。

在无源定位理论研究中，常将载机误差简化为相互独

立的零均值高斯噪声［１４］。

假设飞机编队中有Ｍ架飞机，单次观测条件下各
飞机均可测得辐射源相对本机的方位角和到达时间，

各辅站与主站信息交互后可以测得时差，可以获得的

观测量如式（１）所示

βｉ＝β
－
ｉ＋Δβｉ，　ｉ＝１，２，…，Ｍ

ｒｉ１＝ｃｔｉ１＝ｒ－ｉ１＋Δｒｉ１，　ｉ＝２，３，…，{ Ｍ
（１）

其中，β
－
ｉ为飞机ｉ的真实方位角，Δβｉ为测角误差，假设

相互独立并服从零均值方差为 σ２βｉ的高斯分布；ｒ
－
　ｉ１为目

标辐射源到辅站 ｉ和到主站１的真实距离差，它等于
电磁波传播速度乘以真实的时差，Δｒｉ１为由于时差测量
误差导致的距离差误差，假设相互独立并服从零均值

方差为σ２ｒｉ１的高斯分布。
在第ｋ个测量采样时刻，设飞机 ｉ的真实坐标为

（ｘ－ｉ（ｋ），ｙ－ｉ（ｋ）），通过机载定位设备测得的载机坐标为

（ｘｉ（ｋ），ｙｉ（ｋ）），则有
ｘｉ（ｋ）＝ｘ－ｉ（ｋ）＋Δｘｉ（ｋ）

ｙｉ（ｋ）＝ｙ－ｉ（ｋ）＋Δｙｉ（ｋ{ ）
，其中，Δｘｉ

（ｋ）和Δｙｉ（ｋ）为载机位置误差，假设相互独立并服从

零均值方差分别为σ２ｘｉ和σ
２
ｙｉ的高斯分布。

设目标辐射源的坐标为（ｘ，ｙ），则关于方位角和位
置差有如下两个方程

ｔａｎβ
－
ｉ（ｋ）＝

ｓｉｎβ
－
ｉ（ｋ）

ｃｏｓβ
－
ｉ（ｋ）
＝
ｘ－ｘ－ｉ（ｋ）

ｙ－ｙ－ｉ（ｋ）
（２）

ｒ－ｉ１（ｋ）＝ｒ－ｉ（ｋ）－ｒ－１（ｋ） （３）

其中，ｒ－ｉ（ｋ）为目标辐射源到飞机ｉ的真实距离，根据几
何关系它可以表示为

ｒ－ｉ（ｋ）＝［ｘ－ｘ－ｉ（ｋ）］ｓｉｎβ
－
ｉ（ｋ）＋［ｙ－ｙ－ｉ（ｋ）］ｃｏｓβ

－
ｉ（ｋ）

（４）
式（２）～（４）可表示为线性方程的形式

Ａ
－
（ｋ）Ｘ＝ｂ

－
（ｋ） （５）

１８９



信 号 处 理 第２８卷

其中，Ｘ＝［ｘ，ｙ］Ｔ为目标位置参数，Ａ
－
（ｋ）＝

Ａ
－
β（ｋ）

Ａ
－
ｒ（ｋ









）
，

ｂ
－
（ｋ）＝

ｂ
－
β（ｋ）

ｂ
－
ｒ（ｋ









）
，且Ａ
－
β（ｋ）＝

ｃｏｓβ
－
１（ｋ） －ｓｉｎβ

－
１（ｋ）

ｃｏｓβ
－
２（ｋ） －ｓｉｎβ

－
２（ｋ）

 

ｃｏｓβ
－
Ｍ（ｋ） －ｓｉｎβ

－
Ｍ（ｋ

















）

，

ｂ
－
β（ｋ）＝

ｘ－１（ｋ）ｃｏｓβ
－
１（ｋ）－ｙ－１（ｋ）ｓｉｎβ

－
１（ｋ）

ｘ－２（ｋ）ｃｏｓβ
－
２（ｋ）－ｙ－２（ｋ）ｓｉｎβ

－
２（ｋ）



ｘ－Ｍ（ｋ）ｃｏｓβ
－
Ｍ（ｋ）－ｙ－Ｍ（ｋ）ｓｉｎβ

－
Ｍ（ｋ

















）

Ａ
－
ｒ（ｋ）＝

ｓｉｎβ
－
２（ｋ）－ｓｉｎβ

－
１（ｋ） ｃｏｓβ

－
２（ｋ）－ｃｏｓβ

－
１（ｋ）

ｓｉｎβ
－
３（ｋ）－ｓｉｎβ

－
１（ｋ） ｃｏｓβ

－
３（ｋ）－ｃｏｓβ

－
１（ｋ）

 

ｓｉｎβ
－
Ｍ（ｋ）－ｓｉｎβ

－
１（ｋ） ｃｏｓβ

－
Ｍ（ｋ）－ｃｏｓβ

－
１（ｋ

















）

，

ｂ
－
ｒ（ｋ）＝

ｘ－２（ｋ）ｓｉｎβ
－
２（ｋ）－ｘ－１（ｋ）ｓｉｎβ

－
１（ｋ）＋ｙ－２（ｋ）ｃｏｓβ

－
２（ｋ）

－ｙ－１（ｋ）ｃｏｓβ
－
１（ｋ）＋ｒ－２１（ｋ）

ｘ－３（ｋ）ｓｉｎβ
－
３（ｋ）－ｘ－１（ｋ）ｓｉｎβ

－
１（ｋ）＋ｙ－３（ｋ）ｃｏｓβ

－
３（ｋ）

－ｙ－１（ｋ）ｃｏｓβ
－
１（ｋ）＋ｒ－３１（ｋ）



ｘ－Ｍ（ｋ）ｓｉｎβ
－
Ｍ（ｋ）－ｘ－１（ｋ）ｓｉｎβ

－
１（ｋ）＋ｙ－Ｍ（ｋ）ｃｏｓβ

－
Ｍ（ｋ）

－ｙ－１（ｋ）ｃｏｓβ
－
１（ｋ）＋ｒ－Ｍ１（ｋ































）

由于实际中无法获得方位角、时差和载机坐标的

真实值，因此当式（５）中用含有噪声的方位角、时差和
载机坐标替换其真实值时等式关系便不再成立，并设

方程的误差为ε（ｋ）＝
εβ（ｋ）

εｒ（ｋ






）
，即

ε（ｋ）＝Ａ（ｋ）Ｘ－ｂ（ｋ） （６）
将εＴε关于Ｘ求最小化便得到最小二乘解，即

Ｘ^ＬＳ＝Ａ
Ｔ( )Ａ－１

ＡＴｂ （７）

由于矩阵Ａ和向量 ｂ中包含带有噪声的观测量，
这将导致最小二乘估计为有偏估计［６］，这种有偏性不

会随着观测时间的增加而降低，并会随着测量噪声的

增大而更加明显。

定义增广系数矩阵

Ｕ（ｋ）＝［Ａ（ｋ），－ｂ（ｋ）］ （８）
和增广解向量

θ＝ｈ［ＸＴ，１］Ｔ （９）
其中，ｈ为不等于零的常数，其作用在文献［６，７］中有
着明确的论述。从而式（６）可以重写为

ε（ｋ）＝Ｕ（ｋ）·θ／ｈ （１０）
本文中假设方位角测量误差Δβｉ较小，并满足 ｓｉｎ

（Δβｉ）≈Δβｉ，ｃｏｓ（Δβｉ）≈１，于是便有

ｃｏｓβｉ＝ｃｏｓβ
－
ｉｃｏｓΔβｉ－ｓｉｎβ

－
ｉｓｉｎΔβｉ≈ｃｏｓβ

－
ｉ－ｓｉｎβ

－
ｉ·Δβｉ
（１１）

ｓｉｎβｉ＝ｓｉｎβ
－
ｉｃｏｓΔβｉ＋ｃｏｓβ

－
ｉｓｉｎΔβｉ≈ｓｉｎβ

－
ｉ＋ｃｏｓβ

－
ｉ·Δβｉ
（１２）

将式（１１）～（１２）代人式（８）中，从而非增广系数
矩阵可以写为两部分之和的形式

Ｕ（ｋ）≈Ｕ
－
（ｋ）＋Ｕ

～
（ｋ） （１３）

其中，Ｕ
－
（ｋ）是式（８）代人真实测量值和载机位置的增

广系数矩阵，即Ｕ
－
（ｋ）＝［Ａ

－
（ｋ），－ｂ

－
（ｋ）］，Ｕ

～
（ｋ）为由测

量误差和载机位置误差产生的误差系数矩阵，它可以

写作两个分块矩阵的形式 Ｕ
～
（ｋ）＝

Ｕ
～
β（ｋ）

Ｕ
～
ｒ（ｋ









）
，其中 Ｕ

～
β

（ｋ）和 Ｕ
～
ｒ（ｋ）如式（１４）～（１７）所示

Ｕ
～
β（ｋ）＝ ｕ

Ｔ
β１（ｋ），ｕ

Ｔ
β２（ｋ），…，ｕ

Ｔ
βＭ（ｋ[ ]）Ｔ

（１４）

Ｕ
～
ｒ（ｋ）＝ ｕ

Ｔ
ｒ２（ｋ），ｕ

Ｔ
ｒ３（ｋ），…，ｕ

Ｔ
ｒＭ（ｋ[ ]）Ｔ

（１５）

其中，

ｕβｉ（ｋ）＝

－ｓｉｎβ
－
ｉ（ｋ）·Δβｉ（ｋ）

－ｃｏｓβ
－
ｉ（ｋ）·Δβｉ（ｋ）

ｘ－ｉ（ｋ）ｓｉｎβ
－
ｉ（ｋ）＋ｙ－ｉ（ｋ）ｃｏｓβ

－
ｉ（ｋ[ ]）Δβｉ（ｋ）

－ｃｏｓβ
－
ｉ（ｋ）·Δｘｉ（ｋ）＋ｓｉｎβ

－
ｉ（ｋ）·Δｙｉ（ｋ



















）

Ｔ

（１６）
ｕｒｉ（ｋ）＝
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　　ｃｏｓβ
－
ｉ（ｋ）·Δβｉ（ｋ）－ｃｏｓβ

－
１（ｋ）·Δβ１（ｋ）

　　－ｓｉｎβ
－
ｉ（ｋ）·Δβｉ（ｋ）＋ｓｉｎβ

－
１（ｋ）·Δβ１（ｋ）

－ｘ－ｉ（ｋ）ｃｏｓβ
－
ｉ（ｋ）＋ｙ－ｉ（ｋ）ｓｉｎβ

－
ｉ（ｋ[ ]）Δβｉ（ｋ）－Δｒｉ１（ｋ）

　　＋ｘ－１（ｋ）ｃｏｓβ
－
１（ｋ）－ｙ－１（ｋ）ｓｉｎβ

－
１（ｋ[ ]）Δβ１（ｋ）

　　　　－ｓｉｎβ
－
ｉ（ｋ）·Δｘｉ（ｋ）－ｃｏｓβ

－
ｉ（ｋ）·Δｙｉ（ｋ）

　　　　＋ｓｉｎβ
－
１（ｋ）·Δｘ１（ｋ）＋ｃｏｓβ

－
１（ｋ）·Δｙ１（ｋ





























）

Ｔ

（１７）
假设已经累积获得了Ｎ次观测，由式（１０）可以得

到累积Ｎ次观测的伪线性观测方程的误差，即
ε＝Ｕ·θ／ｈ （１８）

其中，Ｕ＝［ＵＴ（１），ＵＴ（２），…，ＵＴ（Ｎ）］Ｔ，ε＝［εＴ（１），εＴ

（２），…，εＴ（Ｎ）］Ｔ，而扩维的误差系数矩阵也扩充为 Ｕ
～

＝［Ｕ
～Ｔ（１），Ｕ

～Ｔ（２），…，Ｕ
～Ｔ（Ｎ）］Ｔ。

如前文所述，若仅仅将ｍｉｎεＴε作为目标函数并求
解只能得到有偏的最小二乘解，因此必须引入约束条

件进行去偏处理。

定义约束矩阵

Ｗ＝Ｅ［Ｕ
～ＴＵ
～
］ （１９）

根据分块矩阵的计算法则，可以得到

Ｗ＝Ｅ∑
Ｎ

ｋ＝１
Ｕ
～Ｔ（ｋ）Ｕ

～
（ｋ[ ]）

＝Ｅ∑
Ｎ

ｋ＝１
Ｕ
～Ｔ
β（ｋ）Ｕ

～
β（ｋ[ ]） ＋Ｅ∑

Ｎ

ｋ＝１
Ｕ
～Ｔ
ｒ（ｋ）Ｕ

～
ｒ（ｋ[ ]）
（２０）

为方便对式（２０）进行求解，可将 Ｕ
～
β（ｋ）和 Ｕ

～
ｒ（ｋ）

分别分解为几个矩阵之和的形式，如式（２１）和（２２）

Ｕ
～
β（ｋ）＝ｄｉａｇ（Δβ１（ｋ），Δβ２（ｋ），…，ΔβＭ（ｋ））·Ｖ１（ｋ）

＋ｄｉａｇ（Δｘ１（ｋ），Δｘ２（ｋ），…，ΔｘＭ（ｋ））·Ｖ２（ｋ）
＋ｄｉａｇ（Δｙ１（ｋ），Δｙ２（ｋ），…，ΔｙＭ（ｋ））·Ｖ３（ｋ）

（２１）

Ｕ
～
ｒ（ｋ）＝ｄｉａｇ（Δβ２（ｋ），Δβ３（ｋ），…，ΔβＭ（ｋ））·Ｖ４（ｋ）
＋Δβ１（ｋ）·Ｖ５（ｋ）
＋ｄｉａｇ（Δｘ２（ｋ），Δｘ３（ｋ），…，ΔｘＭ（ｋ））·Ｖ６（ｋ）
＋ｄｉａｇ（Δｙ２（ｋ），Δｙ３（ｋ），…，ΔｙＭ（ｋ））·Ｖ７（ｋ）
＋Δｘ１（ｋ）·Ｖ８（ｋ）＋Δｙ１（ｋ）·Ｖ９（ｋ）
＋ｄｉａｇ（Δｒ２１（ｋ），Δｒ３１（ｋ），…，ΔｒＭ１（ｋ））·Ｖ１０（ｋ）

（２２）

其中，Ｖ１（ｋ）～Ｖ１０（ｋ）的定义见附录。
假设各飞机的角度测量误差、时差测量误差和载

机位置误差之间相互独立，则

Ｅ∑
Ｎ

ｋ＝１
Ｕ
～Ｔ
β（ｋ）Ｕ

～
β（ｋ[ ]）＝∑Ｎｋ＝１Ｅ Ｕ～Ｔβ（ｋ）Ｕ～β（ｋ[ ]）

＝∑
Ｎ

ｋ＝１
ＶＴ１（ｋ）ｄｉａｇ（σ

２
β１，σ

２
β２，…，σ

２
βＭ）Ｖ１（ｋ[ ）

　　 ＋ＶＴ２（ｋ）ｄｉａｇ（σ
２
ｘ１，σ

２
ｘ２，…，σ

２
ｘＭ）Ｖ２（ｋ）

　　＋ＶＴ３（ｋ）ｄｉａｇ（σ
２
ｙ１，σ

２
ｙ２，…，σ

２
ｙＭ）Ｖ３（ｋ]）

＝∑
Ｎ

ｋ＝１
∑
Ｍ

ｉ＝１
［σ２βｉ·ν

Ｔ
１ｉ（ｋ）ν１ｉ（ｋ）＋σ

２
ｘｉ·ν

Ｔ
２ｉ（ｋ）ν２ｉ（ｋ）＋σ

２
ｙｉ

·νＴ３ｉ（ｋ）ν３ｉ（ｋ）］ （２３）
若进一步假设 σ２ｘｉ＝σ

２
ｙｉ，则由式（４９）和式（５０）可

以求得

σ２ｘｉ·ν
Ｔ
２ｉ（ｋ）ν２ｉ（ｋ）＋σ

２
ｙｉ·ν

Ｔ
３ｉ（ｋ）ν３ｉ（ｋ）＝σ

２
ｘｉ·Ｉ０
（２４）

其中，Ｉ０＝
０ ０ ０
０ ０ ０







０ ０ １
，从而式（２３）可以化简为

Ｅ∑
Ｎ

ｋ＝１
Ｕ
～Ｔ
β（ｋ）Ｕ

～
β（ｋ[ ]）＝∑Ｎｋ＝１∑

Ｍ

ｉ＝１
σ２βｉ·ν

Ｔ
１ｉ（ｋ）ν１ｉ（ｋ[ ]）

＋Ｎ∑
Ｍ

ｉ＝１
σ２ｘｉ·Ｉ０ （２５）

同理，Ｅ∑
Ｎ

ｋ＝１
Ｕ
～Ｔ
ｒ（ｋ）Ｕ

～
ｒ（ｋ[ ]） 也采用分块矩阵的乘

法，可以求得如式（２６）

Ｅ∑
Ｎ

ｋ＝１
Ｕ
～Ｔ
ｒ（ｋ）Ｕ

～
ｒ（ｋ[ ]）＝∑Ｎｋ＝１∑

Ｍ

ｉ＝２
σ２βｉ·ν

Ｔ
４ｉ（ｋ）ν４ｉ（ｋ[ ]）

＋（Ｍ－１）σ２β１·∑
Ｎ

ｋ＝１
νＴ５（ｋ）ν５（ｋ）

＋Ｎ∑
Ｍ

ｉ＝２
σ２ｒｉ１·Ｉ０＋Ｎ∑

Ｍ

ｉ＝２
σ２ｘｉ·Ｉ０

＋Ｎ（Ｍ－１）σ２ｘ１·Ｉ０ （２６）
若进一步假设各飞机的方位角测量误差、时差（距

离差）测量误差和载机位置误差的方差分别相等，即

σ２β１＝σ
２
β２＝…＝σ

２
βＭ＝σ

２
β

σ２ｒ２１＝σ
２
ｒ３１＝…＝σ

２
ｒＭ１＝σ

２
ｒ

σ２ｘ１＝σ
２
ｘ２＝…＝σ

２
ｘＭ＝σ

２
ｙｉ＝σ

２










ｘ

（２７）

则式（２５）和（２６）可以进一步简化为

Ｅ∑
Ｎ

ｋ＝１
Ｕ
～Ｔ
β（ｋ）Ｕ

～
β（ｋ[ ]）＝σ２β·∑Ｎｋ＝１∑

Ｍ

ｉ＝１
νＴ１ｉ（ｋ）ν１ｉ（ｋ[ ]）

＋ＮＭσ２ｘ·Ｉ０ （２８）

３８９
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Ｅ∑
Ｎ

ｋ＝１
Ｕ
～Ｔ
ｒ（ｋ）Ｕ

～
ｒ（ｋ[ ]）

＝σ２β·∑
Ｎ

ｋ＝１
∑
Ｍ

ｉ＝２
νＴ４ｉ（ｋ）ν４ｉ（ｋ[ ]） ＋（Ｍ－１）νＴ５（ｋ）ν５（ｋ[ ]）

＋［Ｎ（Ｍ－１）σ２ｒ ＋２Ｎ（Ｍ－１）σ
２
ｘ］·Ｉ０ （２９）

将式（２８）和（２９）代人式（２０）中便可求得经过 Ｎ
次测量累积的约束矩阵 Ｗ。从式（２８）和式（２９）可以
看到，约束矩阵Ｗ中由于载机位置误差而引入的约束
项为Ｎ（３Ｍ－２）σ２ｘ·Ｉ０。

文献［６］给出了约束条件如式（３０）并论证了在该
约束下的最小二乘解是渐进无偏的

ｍｉｎθＴＲθ
ｓ．ｔ． θＴＷθ{ ＝１

（３０）

其中，Ｒ＝ＵＴＵ为增广系数矩阵的相关阵。通过 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ乘子法将式（３０）中的二次等式约束引入目标函
数中

Ｌ（θ，#）＝θＴＲθ＋#（１－θＴＷθ） （３１）
其中，

#

为 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子。对式（３１）求关于 θ的偏导
并令其等于零可得

Ｒθ＝#Ｗθ （３２）
由式（３２）可以看出

#

和θ分别为矩阵束（Ｒ，Ｗ）的
广义特征值和特征向量。式（３２）两边左乘 θＴ得到#

＝
θＴＲθ，这意味着求解目标函数的最小值问题等价于求
最小广义特征值和对应特征向量的问题。当求出 θ
后，由于θ（３）＝ｈ，因此

Ｘ^ＣＬＳ＝
θ（１∶２）
θ（３）

（３３）

需要指出的是，约束矩阵 Ｗ中的方位角、时差和
载机位置均为真实值，而真实测量值在实际中无法获

知，因此可以用实际测量值代替真实值进行计算，并且

当测量误差和载机位置误差较小时，产生的误差是可

以忽略的［６］。

３　ＣＬＳ序贯估计

由于实际中获得的是量测序列，因此当获得一组

新的量测时便可以用来提高算法的定位精度。若每获

得一组新的量测便进行一次广义特征值分解，那么计

算代价是很高的，而且也没能够利用好之前的计算结

果，因此文献［６］给出了针对量测序列的序贯估计算
法。下面在此基础上给出适于多机无源定位的序贯估

计公式。

设ＲＮ＝Ｕ
Ｔ
ＮＵＮ为前Ｎ次观测采样的增广系数矩阵

相关阵，ＷＮ为前Ｎ次观测采样的约束矩阵，根据它们

的定义及式（２０）（２８）（２９）可以推得
ＲＮ＋１＝ＲＮ＋Ｕ

Ｔ（Ｎ＋１）Ｕ（Ｎ＋１） （３４）

ＷＮ＋１＝ＷＮ ＋σ
２
β· ∑

Ｍ

ｉ＝１
νＴ１ｉ（Ｎ＋１）ν１ｉ（Ｎ＋１[ ]{ ）

＋∑
Ｍ

ｉ＝２
νＴ４ｉ（Ｎ＋１）ν４ｉ（Ｎ＋１[ ]）

　　 ＋（Ｍ－１）νＴ５（Ｎ＋１）ν５（Ｎ＋１ }）
＋［（３Ｍ－２）σ２ｘ ＋（Ｍ－１）σ

２
ｒ］·Ｉ０ （３５）

设根据前Ｎ次量测求解的特征向量记为 θＮ，并令

φ（１）＝θＮ，根据式（３６）迭代求解θＮ＋１

φ（ｊ＋１）＝Ｒ－１Ｎ＋１ＷＮ＋１φ
（ｊ）

φ（ｊ＋１）＝ φ（ｊ＋１）

φ（ｊ＋１）ＴＷＮ＋１φ
（ｊ＋１

槡
）
，　ｊ＝１，２









 ，…
（３６）

４　考虑载机位置误差的ＣＲＬＢ

根据前文假设，任意时刻测得的方位角、时差（距

离差）以及载机位置均服从高斯分布，并且相互独立。

记前Ｎ次观测的角度观测向量为 β，距离差观测向量

为ｒ，载机位置观测向量为 Ｘｏ，并令 Ｚ＝ β
Ｔ，ｒＴＸＴ[ ]ｏ Ｔ，那

么前Ｎ次观测所获得的对数似然函数为
ｌｎｐ（Ｚ ）＝ｌｎｐ（β ）＋ｌｎｐ（ｒ）＋ｌｎｐ（Ｘｏ ）

＝Ｋ１－
１
２（β－β

－
）ＴＱ－１β（β－β

－
）

＋Ｋ２－
１
２（ｒ－ｒ

－）ＴＱ－１ｒ（ｒ－ｒ－）

＋Ｋ３－
１
２（Ｘｏ－Ｘ

－
ｏ）
ＴＱ－１ｘ（Ｘｏ－Ｘ

－
ｏ） （３７）

其中，＝［ＸＴ，Ｘ
－Ｔ
ｏ］
Ｔ为目标位置和载机的真实位置，

Ｋ１、Ｋ２、Ｋ３为与无关的常数，Ｑ表示测量误差的协方
差矩阵，根据前文假设 Ｑ可以写成测量方差乘以单位
阵的形式。

Ｆｉｓｈｅｒ信息阵Ｊ定义如下

Ｊ＝－Ｅ
２ｌｎｐ（Ｚ ）
[ ]Ｔ ＝

Ｊ１１ Ｊ１２
ＪＴ１２ Ｊ







２１

（３８）

其中，

Ｊ１１＝－Ｅ
２ｌｎｐ（Ｚ ）
ＸＸ[ ]Ｔ ＝

　

　
β
－









Ｘ

Ｔ

Ｑ－１β
　

　
β
－









Ｘ

＋
　

　
ｒ－








Ｘ

Ｔ

Ｑ－１ｒ
　

　
ｒ－








Ｘ

（３９）
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Ｊ１２＝－Ｅ
２ｌｎｐ（Ｚ ）

ＸＸ
－Ｔ









ｏ

＝
　

　
β
－









Ｘ

Ｔ

Ｑ－１β

　

　
β
－

Ｘ
－









ｏ
＋
　

　
ｒ－








Ｘ

Ｔ

Ｑ－１ｒ

　

　
ｒ－

Ｘ
－









ｏ

（４０）

Ｊ２２＝－Ｅ
２ｌｎｐ（Ｚ ）

Ｘ
－
ｏＸ
－Ｔ









ｏ

＝
　

　
β
－

Ｘ
－









ｏ

Ｔ

Ｑ－１β
　

　
β
－

Ｘ
－









ｏ
＋
　

　
ｒ－

Ｘ
－









ｏ

Ｔ

Ｑ－１ｒ

　

　
ｒ－

Ｘ
－









ｏ
＋Ｑ－１ｘ （４１）

那么待估参数的ＣＲＬＢ为
ＣＲＬＢ（）＝Ｊ－１ （４２）
由于我们仅仅对目标位置参数的 ＣＲＬＢ感兴趣，

因此可以通过分块矩阵求逆［３］的公式得到式（４４）
ＣＲＬＢ（Ｘ）＝Ｊ－１１１＋Ｊ

－１
１１Ｊ１２（Ｊ２２－Ｊ

Ｔ
１２Ｊ

－１
１１Ｊ１２）

－１ＪＴ１２Ｊ
－１
１１

（４３）
其中，Ｊ－１１１Ｊ１２（Ｊ２２－Ｊ

Ｔ
１２Ｊ

－１
１１Ｊ１２）

－１ＪＴ１２Ｊ
－１
１１为载机位置误差导致

的ＣＲＬＢ增量。

５　仿真分析

为了研究本文提出的ＣＬＳ定位算法在存在载机位
置误差时的定位性能，本文以四架飞机编队飞行为例

进行仿真。各飞机的初始坐标分别为（０，１０ｋｍ）、（０，
－１０ｋｍ）、（－１５ｋｍ，０）、（１５ｋｍ，０），均沿 ｙ轴正向以
０．１５ｋｍ／ｓ速度匀速飞行，目标辐射源固定不动，坐标为
（１２０ｋｍ，１５０ｋｍ），蒙特卡洛试验次数为 Ｎ＝５００次，任
意时刻ｋ的算法的均方根误差（ＲＭＳＥ）定义为

ＲＭＳＥ（ｋ）＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｊ＝１
（ｘ^ｊ（ｋ）－ｘ－）

２＋（ｙ^ｊ（ｋ）－ｙ－）[ ]槡
２

（４４）
图１给出了方位角测量误差的标准差为 σβ＝

０．５°、时差测量误差的标准差为 σｔ＝１００ｎｓ（从而 σｒ＝
１００ｎｓ×３×１０５ｋｍ／ｓ）、载机位置误差的标准差为 σｘ＝σｙ
＝１５ｍ时，ＣＬＳ算法与 ＬＳ算法、ＥＫＦ算法随着观测时
间增加的 ＲＭＳＥ曲线，并与 ＣＲＬＢ进行对比。由图 １
可得ＣＬＳ算法和ＥＫＦ算法随着观测时间的增加，定位
精度越来越高，且ＣＬＳ算法的ＲＭＳＥ收敛速度最快，但
ＥＫＦ在将近１８０ｓ后定位精度优于 ＣＬＳ，这是因为 ＣＬＳ
是渐进无偏的，在观测时间较少时仍然具有一定的偏

差；ＬＳ算法的ＲＭＳＥ收敛最慢，且定位精度最差，这也
验证ＬＳ算法的有偏性。

图１　ＲＭＳＥ与观测时间的关系曲线
Ｆｉｇ．１　ＶａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅＲＭＳＥｖｅｒｓｕｓｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｔｉｍｅ

为了考察ＣＬＳ算法的 ＲＭＳＥ受观测噪声的影响，
仿真中假设各飞机的方位角和时差的观测噪声服从零

均值高斯分布，且方差分别相等。引入误差因子 ｆ，并
令σβ＝ｆ×０．１°、σｔ＝ｆ×１０ｎｓ，其中１≤ｆ≤３０。图２给出
了各算法在观测时间Ｔ＝２００ｓ、σｘ＝σｙ＝１５ｍ时的ＲＭＳＥ
与观测噪声的关系曲线，并与ＣＲＬＢ进行对比。由图２
可以看到随着观测噪声的增加，各算法的门限效益

［９］也益趋显著，其中 ＬＳ算法对观测噪声最为敏感，
ＥＫＦ算法在观测噪声较大时也开始严重发散，ＣＬＳ算
法表现较为稳健，在观测噪声较大时仍有较好的定位

精度。

图２　ＲＭＳＥ与观测噪声的关系曲线

Ｆｉｇ．２　ＶａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅＲＭＳＥｖｅｒｓｕｓｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｎｏｉｓｅ

为了考察ＣＬＳ定位算法受载机位置误差的影响，
仿真中假设各飞机的位置误差服从零均值高斯分布，

且方差分别相等，并令σｘ＝σｙ＝ｆ×１０ｍ，其中０≤ｆ≤５０。
图３给出了各算法在 Ｔ＝２００ｓ、σβ＝０．５°、σｔ＝１００ｎｓ时
的ＲＭＳＥ与载机位置误差的关系曲线，并与 ＣＲＬＢ进
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行对比。由图３可以看到 ＥＫＦ算法随着载机位置误
差的增大，定位精度随之下降，因此受载机位置误差的

影响比较大，而ＣＬＳ算法几乎不受载机位置误差的影
响，并基本与 ＣＲＬＢ重合，即使载机位置误差达到
５００ｍ时仍有很好的定位精度。

图３　ＲＭＳＥ与载机位置误差的关系曲线

Ｆｉｇ．３　ＶａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅＲＭＳＥｖｅｒｓｕｓｏｂｓｅｒｖｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓ

６　结束语

本文提出了一种考虑载机位置误差的多机定位算

法，该算法不需初始估计也不存在发散问题，仅仅需要

将伪线性观测方程的增广系数矩阵的相关阵与测量噪

声、载机位置误差产生的约束矩阵所构成的矩阵束进

行广义特征分解便可以得到目标位置参数。计算机仿

真结果表明，该算法定位精度高、收敛速度快，受载机

位置误差影响小，在观测噪声较大时仍能保持良好的

定位精度，因此有着较好的实用性。

附　录

Ｕ
～
β（ｋ）可以分解为几个矩阵之和的形式，式（２１）

中包括的几个矩阵如式（４５）～式（４７）

Ｖ１（ｋ）＝ ν
Ｔ
１１（ｋ），ν

Ｔ
１２（ｋ），…，ν

Ｔ
１Ｍ（ｋ[ ]）Ｔ

（４５）

Ｖ２（ｋ）＝ ν
Ｔ
２１（ｋ），ν

Ｔ
２２（ｋ），…，ν

Ｔ
２Ｍ（ｋ[ ]）Ｔ

（４６）

Ｖ３（ｋ）＝ ν
Ｔ
３１（ｋ），ν

Ｔ
３２（ｋ），…，ν

Ｔ
３Ｍ（ｋ[ ]）Ｔ

（４７）

其中，

ν１ｉ（ｋ）＝ －ｓｉｎβ
－
ｉ（ｋ），－ｃｏｓβ

－
ｉ（ｋ），ｘ－ｉ（ｋ）ｓｉｎβ

－
ｉ（ｋ[ ）

　　＋ｙ－ｉ（ｋ）ｃｏｓβ
－
ｉ（ｋ]） （４８）

ν２ｉ（ｋ）＝ ０，０，－ｃｏｓβ
－
ｉ（ｋ[ ]） （４９）

ν３ｉ（ｋ）＝ ０，０，ｓｉｎβ
－
ｉ（ｋ[ ]） （５０）

Ｕ
～
ｒ（ｋ）也可以分解为几个矩阵之和的形式，式

（２２）中包括的几个矩阵如式（５１）～式（５７）

Ｖ４（ｋ）＝ ν
Ｔ
４２（ｋ），ν

Ｔ
４３（ｋ），…，ν

Ｔ
４Ｍ（ｋ[ ]）Ｔ

（５１）

Ｖ５（ｋ）＝ ν
Ｔ
５（ｋ），ν

Ｔ
５（ｋ），…，ν

Ｔ
５（ｋ[ ]）Ｔ

（Ｍ－１）×３ （５２）

Ｖ６（ｋ）＝ ν
Ｔ
６２（ｋ），ν

Ｔ
６３（ｋ），…，ν

Ｔ
６Ｍ（ｋ[ ]）Ｔ

（５３）

Ｖ７（ｋ）＝ ν
Ｔ
７２（ｋ），ν

Ｔ
７３（ｋ），…，ν

Ｔ
７Ｍ（ｋ[ ]）Ｔ

（５４）

Ｖ８（ｋ）＝ ν
Ｔ
８（ｋ），ν

Ｔ
８（ｋ），…，ν

Ｔ
８（ｋ[ ]）Ｔ

（Ｍ－１）×３ （５５）

Ｖ９（ｋ）＝ ν
Ｔ
９（ｋ），ν

Ｔ
９（ｋ），…，ν

Ｔ
９（ｋ[ ]）Ｔ

（Ｍ－１）×３ （５６）

Ｖ１０（ｋ）＝ ν
Ｔ
１０（ｋ），ν

Ｔ
１０（ｋ），…，ν

Ｔ
１０（ｋ[ ]）Ｔ

（Ｍ－１）×３ （５７）

其中，

ν４ｉ（ｋ）＝ ｃｏｓβ
－
ｉ（ｋ），－ｓｉｎβ

－
ｉ（ｋ），－ｘ－ｉ（ｋ）ｃｏｓβ

－
ｉ（ｋ[ ）

　　　　＋ｙ－ｉ（ｋ）ｓｉｎβ
－
ｉ（ｋ]） （５８）

ν５（ｋ）＝ －ｃｏｓβ
－
１（ｋ），ｓｉｎβ

－
１（ｋ），ｘ－１（ｋ）ｃｏｓβ

－
１（ｋ[ ）

　　　　－ｙ－１（ｋ）ｓｉｎβ
－
１（ｋ]） （５９）

ν６ｉ（ｋ）＝ ０，０，－ｓｉｎβ
－
ｉ（ｋ[ ]） （６０）

ν７ｉ（ｋ）＝ ０，０，－ｃｏｓβ
－
ｉ（ｋ[ ]） （６１）

ν８（ｋ）＝ ０，０，ｓｉｎβ
－
１（ｋ[ ]） （６２）

ν９（ｋ）＝ ０，０，ｃｏｓβ
－
１（ｋ[ ]） （６３）

ν１０（ｋ）＝ ０，０，[ ]－１ （６４）
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