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　　摘　要：将ＧａｕｓｓＮｅｗｔｏｎ迭代和容积卡尔曼滤波（ｃｕｂａｔｕｒｅＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒ，ＣＫＦ）算法相结合，建立了一种迭

代ＣＫＦ（ｉｔｅｒａｔｅｄＣＫＦ，ＩＣＫＦ）算法。该算法使用容积数值积分原则直接计算非线性随机函数的均值和方差，且在

迭代过程中利用最新量测信息并改进迭代过程产生的新息方差和协方差，可获得较高的估计精度。针对弹道系

数未知的再入弹道目标状态估计问题，仿真实验结果显示，该方法实现简单，比无迹卡尔曼滤波方法（ｕｎｓｃｅｎｔｅｄ

Ｋａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒ，ＵＫＦ）及ＣＫＦ方法效果要好。
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０　引　言

　　非线性系统的状态估计是工程领域广泛存在的问题，

获得非线性状态估计问题的最优解需要得到系统状态的后

验概率分布的完整描述，然而只有在很少的情况下才能精

确的描述，为此在过去的几十年里人们提出了大量的次优

滤波方法。扩展卡尔曼方 法 （ｅｘｔｅｎｄｅｄＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒ，

ＥＫＦ）是工程中一种广泛应用的次优滤波方法
［１２］，其基本

思想是线性化状态和量测方程后使用卡尔曼滤波算法。对

于高度非线性问题，ＥＫＦ可能产生较大的滤波误差，甚至

出现计算发散。为了改进ＥＫＦ的性能，提出了迭代ＥＫＦ

滤波方法（ｉｔｅｒａｔｅｄＥＫＦ，ＩＥＫＦ）
［３］。ＩＥＫＦ在量测更新过程

中通过迭代过程充分使用最新的量测信息以提高估计的精

度。当估计值非常接近真实值时，ＩＥＫＦ性能优于ＥＫＦ，但

这种情况在实际中很少出现。ＥＫＦ和ＩＥＫＦ实现时需要计

算雅克比矩阵，限制了它们的使用范围。

近年来，发展了许多免微分的状态估计方法。无迹卡尔

曼滤波方法（ｕｎｓｃｅｎｔｅｄＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒ，ＵＫＦ）通过一组确定的

加权采样点来逼近随机变量的分布函数，当这组采样点通过

非线性函数传播时，捕获非线性函数的统计特性，精度达到

二阶［４］。但使用ＵＫＦ对高于３维状态向量估计时，为了避

免非正定协方差矩阵的传播，需要仔细的“调整”ＵＫＦ中的

参数［５］。文献［６ ７］提出的离差差分滤波器（ｄｉｖｉｄｅｄｄｉｆｆｅｒ

ｅｎｃｅｆｉｌｔｅｒ，ＤＤＦ）是基于低阶多维Ｓｔｉｒｌｉｎｇ内插多项近似非线

性函数，结合卡尔曼滤波算法实现状态估计。ＵＫＦ与ＤＤＦ

具有相同的确定性采样和加权统计估计属性，估计精度接

近，因此ＵＫＦ和ＤＤＦ统称为Ｓｉｇｍａ点滤波方法
［８］。近年来

提出的粒子滤波方法（ｐａｒｔｉｃｌｅｆｉｌｔｅｒ，ＰＦ）依据蒙特卡罗思想，
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随机产生大量粒子近似计算后验概率密度。随着迭代次数

的增加，ＰＦ实现时会出现粒子退化和贫化现象
［９１０］。为了解

决粒子退化问题，出现了许多改进的粒子算法［１１１２］。但是

ＰＦ实现时需要产生大量的粒子，计算量非常大，且降低粒子

退化和贫化现象是以增加ＰＦ算法的复杂度为代价的，因此

ＰＦ很难满足实时性的要求。而文献［１３ １４］提出的求积滤

波器（ｑｕａｄｒａｔｕｒｅＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒ，ＱＫＦ），使用高斯 厄尔米特数

值积分获得随机变量非线性变换后的统计特性，ＱＫＦ比

ＥＫＦ和ＵＫＦ具有更高的估计精度，但ＱＫＦ实现时，使用的

积分点数按状态维数的指数增长，会引起维数灾难。

最近，文献［１５ １６］提出了一种新的状态估计方法容

积卡尔曼滤波（ｃｕｂａｔｕｒｅＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒ，ＣＫＦ），为非线性估

计问题提供了一种新的实现方式。ＣＫＦ采用一组等权值

的容积点集解决贝叶斯滤波的积分问题，即使用容积数值

积分原则计算非线性变换后的随机变量的均值和协方差。

相比于ＥＫＦ、ＵＫＦ、ＤＤＦ和ＰＦ等非线性滤波算法，ＣＫＦ算

法具备更优的非线性逼近性能、数值精度以及滤波稳定性，

且ＣＫＦ实现简单和滤波精度较高。

对于未知弹道系数的再入弹道目标状态估计这种高度

非线性状态估计问题，由于初始误差较大和量测方程的高

度非线性，降低了ＣＫＦ算法对其进行状态估计的精度。本

文在ＣＫＦ算法的基础上，结合ＧａｕｓｓＮｅｗｔｏｎ迭代方法并

改进迭代过程产生的新息方差和协方差，提出了迭代ＣＫＦ

（ｉｔｅｒａｔｅｄＣＫＦ，ＩＣＫＦ）。ＩＣＫＦ汲取ＣＫＦ算法的优点并充

分利用最新量测信息，可有效地降低状态估计误差。仿真

结果表明，ＩＣＫＦ有效地降低了状态估计误差，可获得较高

精度的状态估计。

１　容积卡尔曼滤波算法

考虑如下离散时间非线性动态系统

狓犽 ＝犳（狓犽－１）＋狑犽－１

狕犽 ＝犺（狓犽）＋狏犽 （１）

式中，狓犽 为系统状态向量；狕犽 为量测值。假定过程噪声

狑犽－１和量测噪声狏犽 相互独立，且狑犽－１!!

（０，犙犽－１），狏犽 !

!

（０，犚犽）。

容积卡尔曼滤波算法首先计算加权函数为标准正态分

布密度的积分的基本容积点和对应的权值［１５］

ξ犼 ＝
犿

槡２ ［１］犼，ω犼 ＝
１

犿
（２）

式中，犿表示容积点总数。使用三阶容积原则，容积点总数

是状态维数的２倍，即犿＝２狀狓，狀狓 为系统的状态维数。基

本容积点按照下列方式产生的，记狀狓 维单位向量为犲＝

［１，０，…，０］
Ｔ，使用［１］表示对犲的元素进行全排列和改变

元素符号产生的点集，称为完整全对称点集，［１］犼 表示点集

中［１］的第犼个点。若犽－１时刻的后验概率为狆（狓犽－１｜

狕１：犽－１）!!（狓犽－１；狓^犽－１，犘犽－１），且犛犽－１＝ｃｈｏｌ｛犘犽－１｝，ｃｈｏｌ｛｝表

示矩阵的乔列斯基分解。容积卡尔曼滤波算法如下：

（１）时间更新

① 计算容积点

犡犼，犽－１ ＝犛犽－１ξ犼＋狓^犽－１ （３）

　　② 计算通过非线性状态方程传播的容积点

犡
犼，犽 ＝犳（犡犼，犽－１） （４）

　　③ 计算状态和方差预测

狓
－

＝∑
犿

犼＝１

ω犼犡

犼，犽

犘
－

犽 ＝∑
犿

犼＝１

ω犼犡

犼，犽犡

Ｔ

犼，犽 －狓
－
狓
－Ｔ

犽 ＋犙犽－１ （５）

　　（２）量测更新

① 分解因式

犛
－

犽 ＝ｃｈｏｌ（犘
－

犽） （６）

　　② 计算容积点

犡犼，犽 ＝犛
－

犽ξ犼＋狓
－

犽 （７）

　　③ 计算通过非线性量测方程传播的容积点

犣犼，犽 ＝犺（犡犼，犽） （８）

　　④ 计算量测预测、新息方差和协方差估计

狕
－

犽 ＝∑
犿

犼＝１

ω犼犣犼，犽

犘狕狕，犽 ＝∑
犿

犼＝１

ω犼犣犼，犽犣
Ｔ

犼，犽－狕
－

犽狕
－Ｔ
犽 ＋犚犽 （９）

犘狓狕，犽 ＝∑
犿

犼＝１

ω犼犡犼，犽犣
Ｔ

犼，犽－狓
－

犽狕
－Ｔ
犽

　　⑤ 计算增益，状态和协方差估计

犠犽 ＝犘狓狕，犽犘
－１
狕狕，犽

狓^犽 ＝狓
－

犽＋犠犽（狕犽－狕
－

犽） （１０）

犘犽 ＝犘
－

犽－犠犽犘狕狕，犽犠
Ｔ
犽

２　迭代容积卡尔曼滤波算法

在高斯和变量独立的假设下，可知狓犽 !!

（狓
－

犽，犘
－

犽）和狔犽 !

!

（犺（狓犽），犚犽）。变量狓犽，狔犽 的似然函数定义为

Λ（狓犽，狔犽）＝Ｃｅｘｐ｛－０．５［（狓犽－狓
－

犽）
Ｔ·犘

－
－１
犽 ·（狓犽－狓

－

犽）＋

（狔犽－犺（狓犽））
Ｔ·犚－１犽·（狔犽－犺（狓犽））］｝ （１１）

式中，Ｃ为常数。

定义代价函数

犑（狓犽）＝ （狓犽－狓
－

犽）
Ｔ犘
－
－１
犽 （狓犽－狓

－

犽）＋

（狔犽－犺（狓
－

犽））
Ｔ犚－１犽 （狔犽－犺（狓

－

犽）） （１２）

　　式（１１）的最大似然估计等价于求代价函数的极小值。

通常使用非线性迭代方法求解代价函数的极小点。使用

ＧａｕｓｓＮｅｗｔｏｎ非线性迭代方法并线性化量测方程，可写出

求解犑（狓犽）极小点的迭代公式

狓^
（犻＋１）

犽 ＝狓
－

犽＋犘
－

犽（犎
（犻）

犽 ）
Ｔ（犎

（犻）

犽 犘
－

犽（犎
（犻）

犽 ）
Ｔ
＋犚犽）

－１·

［狕犽－犺（狓^
（犻）
犽 ）－犎

（犻）

犽 （狓
－

犽－狓^
（犻）
犽 ）］ （１３）

式中，犎
（犻）

犽 ＝犺（狓犽）／狓犽｜狓
犽
＝狓^

（犻）

犽
。而（犎

（犻）

犽 犘
－

犽（犎
（犻）

犽 ）
Ｔ
＋犚犽）

－１
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和犘
－

犽（犎
（犻）

犽 ）
Ｔ 是量测方程线性化后获得的近似方差和协方

差，即

犘
（犻）
狕狕 ＝犎

（犻）

犽 犘
－

犽（犎
（犻）

犽 ）
Ｔ
＋犚犽

犘
（犻）
狓狕 ＝犘

－

犽（犎
（犻）

犽 ）
Ｔ （１４）

计算式（１４）时，使用量测方程的一阶泰勒级数计算雅克比

矩阵犎
（犻）

犽 ，泰勒级数的高阶项的截断引入了较高的线性化

误差。对于高度非线性化的量测方程，使用线性化量测方

程计算式（１４），引入较大的传递误差，降低了估计精度。为

了降低传递误差，使用较高精度的方法计算式（１４），即

犣
（犻）
犼，犽 ＝犺（犡

（犻）
犼，犽）

狕^
（犻）
犽 ＝∑

犿

犼＝１

ω犼犣
（犻）
犼，犽

（１５）

犘
（犻）
狕狕，犽 ＝∑

犿

犼＝１

ω犼犣
（犻）
犼，犽（犣

（犻）
犼，犽）

Ｔ
－狕^

（犻）
犽 （狕^

（犻）
犽 ）

Ｔ
＋犚犽 （１６）

犘
（犻）
狓狕，犽 ＝∑

犿

犼＝１

ω犼犡
（犻）

犼，犽
（犣

（犻）
犼，犽）

Ｔ
－狓^

（犻）
犽 （狕^

（犻）
犽 ）

Ｔ （１７）

式（１５）中，犡
（犻）

犼，犽
是第犻次迭代时计算的容积点。从式（１６）和

式（１７）可以看出，直接使用通过量测方程的容积点计算

犘
（犻）
狕狕，犽和犘

（犻）
狓狕，犽，不需要对量测方程进行线性化，因此可获得较

高精度的新息方差和协方差犘
（犻）
狕狕，犽和犘

（犻）
狓狕，犽。

结合ＧａｕｓｓＮｅｗｔｏｎ迭代方法、改进的新息方差和协方

差及ＣＫＦ算法，建立ＩＣＫＦ算法的过程描述如下：

（１）时间更新

使用式（３）～式（５）计算预测估计狓
－

犽 和预测方差犘
－

犽。

（２）量测更新

量测更新是以狓
－

犽 和犘
－

犽 为初始值的迭代过程。记第犻

次迭代的估计值和方差为狓^
（犻）
犽 和犘

（犻）
犽 。对于犻＝０，１，２，…，犖ｍａｘ

① 产生新的因式分解和容积点

犛^
（犻）
犽 ＝ｃｈｏｌ（犘

（犻）
犽 ）

犡
（犻）
犼，犽 ＝犛^

（犻）
犽ξ犼＋狓^

（犻）
犽

（１８）

　　② 计算犻次迭代的状态和方差估计

犠
（犻）
犽 ＝犘

（犻）
狓狕，犽（犘

（犻）
狕狕，犽）

－１ （１９）

狓^
（犻＋１）
犽 ＝狓

－

犽＋犠
（犻）
犽 ［狕犽－犺（狓^犻）－（犘

（犻）
狓狕，犽）

Ｔ犘
－
－１
犽 （狓

－

犽－狓^
（犻）
犽 ）］

（２０）

犘
（犻＋１）
犽 ＝犘

－

犽－犠
（犻）
犽 （犘

（犻）
狕狕，犽）（犠

（犻）
犽 ）

Ｔ （２１）

式中，犘
（犻）
狓狕，犽和犘

（犻）
狕狕，犽使用式（１６）和式（１７）计算。

③ 迭代终止条件

‖狓
（犻＋１）
犽 －狓

（犻）
犽 ‖ ≤ε或犻＝犖ｍａｘ （２２）

式中，ε和犖ｍａｘ为预先设置的阈值和最大迭代次数。

若迭代终止时迭代次数为犖，犽时刻的状态估计和协

方差为

狓^犽 ＝狓^
（犖）
犽

犘犽 ＝犘
（犖）
犽 （２３）

３　再入弹道目标状态估计仿真

３．１　状态方程与量测方程

假设地球为不自转的均匀圆球，只考虑地球引力和空

气阻力作用［１７］。以雷达天线为原点建立东北天坐标系。

未知弹道系数的再入目标运动的状态方程可表示为

狓犽 ＝Φ狓犽－１＋犌 （狓犽－１）＋狑犽－１ （２４）

式中，狓犽＝［狓犽狓
·

犽狔犽狔
·

犽狕犽狕
·

犽β犽］
Ｔ 为再入目标状态。

Φ＝

 ０ ０ ０

０  ０ ０

０ ０  ０

０ ０ ０

熿

燀

燄

燅
１

，＝
１ 犜熿

燀

燄

燅
０ １

（２５）

犌＝

τ ０ ０

０ τ ０

０ ０ τ

熿

燀

燄

燅
０ ０ ０

，τ＝
犜２／２熿

燀

燄

燅
犜

（２６）

式（２４）中 （狓犽－１）＝［１ ２ ３］
Ｔ，且

１ ＝－
犵
２β犽－１

ρ（犺犽－１）犞犽－１狓
·

犽－１－
μ狓犽－１
狉３犽－１

（２７）

２ ＝－
犵
２β犽－１

ρ（犺犽－１）犞犽－１狔
·

犽－１－
μ狔犽－１
狉３犽－１

（２８）

３ ＝－
犵
２β犽－１

ρ（犺犽－１）犞犽－１狕
·

犽－１－
μ（狕犽－１＋Ｒｅ）

狉３犽－１
（２９）

式中

狉犽－１ ＝ 狓２犽－１＋狔
２
犽－１＋（狕犽－１＋Ｒｅ）槡

２

犞犽－１ ＝ 狓
·２
犽－１＋狔

·２
犽－１＋狕

·２
犽－槡 １ （３０）

犺犽－１ ＝狉犽－１－Ｒｅ

β是弹道系数（ｋｇ·ｍ
－１·ｓ－２）；μ为地球引力常数；Ｒｅ 为地

球平均半径；ρ（犺）为大气密度，在高度小于８６ｋｍ以下可近

似建模为随高度犺的下降呈指数衰减
［１８１９］，即ρ（犺）＝

ｃ１ｅ
－ｃ
２
犺，ｃ１ 和ｃ２ 为与高度有关的常数。

假设过程噪声狑犽 是均值为零的白噪声，协方差矩阵

犙犽 近似为
［１］

犙犽 ＝

狇１θ１ ０ ０ ０

０ 狇１θ１ ０ ０

０ ０ 狇１θ１ ０

０ ０ ０ 狇２

熿

燀

燄

燅
犜

θ＝

犜３

３

犜２

２

犜２

２

熿

燀

燄

燅
犜

（３１）

式中，犜为连续两个量测间隔时间；狇１ 和狇２ 为位置速度和

弹道系数相关的噪声强度。
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　　根据几何关系，可建立量测方程

狕犽 ＝犺（狓犽）＋狏犽 （３２）

式中，狕犽＝［犔犽 犈犽 犃犽］
Ｔ，且

犔犽 ＝ 狓２犽 ＋狔
２
犽 ＋狕

２

槡 犽 ＋狏犔 （３３）

犈犽 ＝ａｒｃｔａｎ
狕犽

狓２犽＋狔
２

槡 犽

＋狏犈 （３４）

犃犽 ＝ａｒｃｔａｎ
狔犽
狓犽
＋狏犃 （３５）

假设量测噪声狏犽 是均值为零的白噪声，协方差矩阵为犚犽＝

ｄｉａｇ（［σ
２

犔 σ
２

犈 σ
２

犃
］），σ犔，σ犈 和σ犃 分别为距离、俯仰角和方

位角的量测误差标准差。

３．２　仿真实验

设雷达量测间隔犜＝０．１ｓ，跟踪目标８０ｓ。雷达量测的

距离、俯仰角和方位角误差的标准差分别为σ犔＝１００ｍ、σ犈＝

０．０１７ｒａｄ和σ犃＝０．０１７ｒａｄ。目标初始位置为（２３２ｋｍ，

２３２ｋｍ，８０ｋｍ），初始速度为２２９０ｍ／ｓ，俯仰角为２１０°，方位

角为４５°，目标弹道系数真实值为β＝２００００ｋｇ·ｍ
－１·ｓ－２，

初始状态方差选取：犘０＝ｄｉａｇ［１００
２，２００２，１００２，２００２，１００２，

２００
２，１０００２］。

运行５０次蒙特卡罗仿真，将提出的ＩＣＫＦ方法分别与

ＵＫＦ、ＣＫＦ滤波算法相比较，三种滤波算法的位置、速度和

弹道系数的均方根误差（ｒｏｏｔｍｅａｎｓｑｕａｒｅｅｒｒｏｒ，ＲＭＳＥ）如

图１～图３所示。

图１　位置均方根误差

图２　速度均方根误差

图３　弹道系数均方根误差（纵坐标用幅值对数表示）

由图１和图２可知，ＩＣＫＦ充分使用了最新的量测信

息，与ＣＫＦ和 ＵＫＦ相比较，位置误差和速度误差大大降

低，状态的估计精度明显高于ＵＫＦ和ＣＫＦ。

从图３可知，在估计的前半部分，由于缺乏估计弹道系

数的最新信息，估计误差变化不大，而在后半部分，ＩＣＫＦ使

用最新量测信息，降低了弹道系数估计误差。

比较滤波算法的另外一种性能指标是平均累加均方根

误差（ａｖｅｒａｇｅａｃｃｕｍｕｌａｔｅｄｍｅａｎｓｑｕａｒｅｒｏｏｔｅｒｒｏｒ，ＡＡＭ

ＳＲＥ）。目标位置的ＡＡＭＳＲＥ其定义为

ＡＡＭＳＲＥ狆 ＝
１

犖∑
犖

犻＝１

ｓｑ （ｒｔ １

犕
·∑

犕

犽＝１

［（Δ狓
（犻）
犽 ）

２
＋

（Δ狔
（犻）

犽
）２＋（Δ狕

（犻）
犽 ）

２ ）］ （３６）

式中，犕 为量测数据点数；犖 为蒙特卡罗次数。类似位置

的平均累加均方根误差的定义，可定义速度和弹道系数的

平均累加均方根误差。三种滤波算法的位置、速度与弹道

系数的平均累加均方根误差如表１所示。

表１　三种滤波器的平均累加均方根误差

滤波算法
ＡＡＭＳＲＥ狆／

ｍ

ＡＡＭＳＲＥ狏／

（ｍ·ｓ－１）

ＡＡＭＳＲＥβ／

（ｋｇ·ｍ－１·ｓ－２）

ＵＫＦ ２６９．１６ ６０．６３ ６２４．０９

ＣＫＦ ２６９．１２ ６０．６３ ６２３．２４

ＩＣＫＦ ２０１．９１ ５２．９７ ６１５．７７

从表１可知，ＵＫＦ累加均方根误差较大，ＣＫＦ较小，

ＩＣＫＦ最小。因此从图１～图３和表１可知ＩＣＫＦ算法是一

个有效的状态估计方法。

４　结　论

本文建立了一种ＩＣＫＦ，该算法使用容积数值积分方法

直接计算经受非线性变换的随机变量的均值和方差，实现

简单，使用 ＧａｕｓｓＮｅｗｔｏｎ迭代方法充分利用最新量测信

息，且改进迭代过程产生的新息方差和协方差，ＩＣＫＦ降低

初始误差和量测方程的非线性对状态估计的影响，提高了

状态估计精度。将ＩＣＫＦ算法应用于未知弹道系数的再入

弹道目标的状态估计，仿真结果表明，ＩＣＫＦ滤波性能明显

优于ＵＫＦ和ＣＫＦ。
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