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第三章 多元线性回归模型

本章主要讨论:
●多元线性回归模型及古典假定

●多元线性回归模型的估计

●多元线性回归模型的检验

●多元线性回归模型的预测
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第一节  
多元线性回归模型及古典假定

本节基本内容:

一、多元线性回归模型

二、多元线性回归模型的矩阵表示

三、多元线性回归中的基本假定
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指对各个回归系数而言是“线性”的，对变量则
 可是线性的，也可是非线性的

例如：生产函数

取自然对数

ln ln ln ln lnY A L K uα β= + + +

Y AL K uα β=

一、多元线性回归模型
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一、多元线性回归模型

一般形式：对于有
 

个解释变量的线性回归模型

模型中参数
 

是偏回归系数，样本容量

为

偏回归系数：控制其它解释量不变的条件下，第

个解释变量的单位变动对应变量平均值的影响。

k

1 2 2 3 3 ...i i i k ki iY X X X uβ β β β= + + + + +

( 1,2,..., )β =j j k

j

n
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的总体条件均值表示为多个解释变量的函数

总体回归函数也可表示为:               

2 3 1 2 2 3 3E( , ,..., ) ...i i i ki i i k kiY X X X X X Xβ β β β= + + + +

1 2 2 3 3 ...i i i k ki iY X X X uβ β β β= + + + + +

Y

多元总体回归函数
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的样本条件均值表示为多个解释变量的函数

或

其中

回归剩余（残差）： ˆ-i i ie Y Y=

多元样本回归函数

1 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆ ˆŶ ...β β β β= + + + +i i i k kiX X X

1 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆ ˆ...β β β β= + + + + +i i i k ki iY X X X e

Y

ni ,,2,1 L=
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二、多元线性回归模型的矩阵表示

个解释变量的多元线性回归模型的
 

个观测

样本，可表示为

nk

1 1 2 21 3 31 1 1... k kY X X X uβ β β β= + + + + +

2 1 2 22 3 32 2 2... k kY X X X uβ β β β= + + + + +

1 2 2 3 3 ...n n n k kn nY X X X uβ β β β= + + + + +
M
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Y

1n×

用矩阵表示

1n× 1×k×n k

1 21 1 1 1

2 22 2 2 2

2

1
1

1

k

k

n n kn k n

Y X X β u
Y X X β u

Y X X β u

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

L

L

M M M M M M

L

XY uβ
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总体回归函数

或
 

样本回归函数

或

E (Y) = Xβ

Y = Xβ + u

ˆŶ = Xβ

ˆY = Xβ + e
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三、多元线性回归的基本假定

假定1：零均值假定

或

假定2和假定3：同方差和无自相关假定

假定4：随机扰动项与解释变量不相关

E( ) 0 ( 1,2, , )  = = Liu i n

              Cov( , ) 0  2,3, ,     ji iX u j k= = L

Cov( , ) E[( -E )( -E )] E( )= = =i j i i j j i ju u u u u u uu
2σ

0 ( ) ≠i j
i= j

(E u) = 0
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假定5:无多重共线性假定

假定各解释变量之间不存在线性关系；

或各个解释变量观测值之间线性无关；

或解释变量观测值矩阵列满秩。

假定6：正态性假定

2~ (0, )iu N σ
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第二节  
多元线性回归模型的估计

本节基本内容:

●
 

普通最小二乘法（OLS）

●
 

OLS估计式的性质

●
 

OLS估计的分布性质

●
 

随机扰动项方差
 

的估计

●
 

回归系数的区间估计

2σ
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一、普通 小二乘法（OLS）

小二乘原则

剩余平方和 小：

求偏导,令其为0:

2 2ˆmin ( - )i i ie Y Y=∑ ∑
2 2

1 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆ ˆmin [ -( ... )]i i i i k kie Y X X Xβ β β β= + + + +∑ ∑

2( )
0

β̂
∂

=
∂
∑ i

j

e
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用矩阵表示

因为样本回归函数为

两边乘
 

有：

因为
 
，则正规方程为：

′X
′Xe=0

21 22 22

2

1 1 1 0
0

0

1i

n 2i i

k1 k kn nki i

ee
X X X eX e

= = =
...

X X X eX e

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

∑
∑

∑

K

K

M M M M M

K

X e

ˆ′ ′X Xβ = X Y

ˆ′ ′ ′XY = XXβ+ X e
ˆY =Xβ+e

′X e
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由正规方程

多元回归中 ˆ ′ ′-1β=(XX) XY

( ) ,k k×′ 是满秩矩阵 其逆存在X X

ˆ′ ′XXβ = XY

OLS估计式
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二、OLS估计式的性质

OLS估计式

1.线性特征:

是
 

的线性函数，因
 

是非随机

或取固定值的矩阵

2.无偏特性: ˆE( )k kβ β=

′ ′( -1X X) X

ˆ ′ ′-1β = (X X) X Y

β̂ Y
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3. 小方差特性

在
 

所有的线性无偏估计中，OLS估计
 

具有

小方差

结论：在古典假定下，多元线性回归的 OLS估计
 式是 佳线性无偏估计式（BLUE）

kβ ˆ
kβ



20

三、OLS估计的分布性质

基本思想

●
 

是随机变量，必须确定其分布性质才可能
 进行区间估计和假设检验

●
 

是服从正态分布的随机变量, 决定了
 

也
 是服从正态分布的随机变量

●
 

是
 

的线性函数，决定了
 

也是服从正态
 分布的随机变量

iu

ˆ
iβ

iY

ˆ
iβiYˆ

iβ
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的期望
 

(由无偏性)                 

的方差和标准误差：

可以证明
 

的方差-协方差矩阵为

这里是
 

矩阵
 

中第
 

行第
 

列的元素

2 -1ˆVar-Cov( ) ( )σ ′=β XX

β̂ ˆE( ) =β β

ˆSE( )j jjβ σ c=2ˆVar( )j jjβ σ c=

β̂

β̂

jjc -1( )′X X j j

2ˆ ~ ( , )       1,2,...,j j jj   β N β σ c j k  =故有：
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四、随机扰动项方差  的估计

多元回归中
 

的无偏估计为：

或表示为

将
 
作标准化变换：

2σ

ˆ
kβ

ˆ ˆ- - ~ (0,1)ˆSE( )
k k k k

k
jjk

β β β βz N
σ cβ

= =

2
2ˆ

-
ie

σ
n k

= ∑ 2ˆ
-

σ
n k
′

=
e e

2σ
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因
 

是未知的，可用
 

代替
 

去估计参数
 

的标

准误差:

●当为大样本时，用估计的参数标准误差对
 

作标
 准化变换，所得Z统计量仍可视为服从正态分布

●当为小样本时，用估计的参数标准误差对
 

作标
 准化变换，所得的t统计量服从t分布：

2σ 2σ̂ β̂

^

ˆ - ~ ( - )
ˆSE( )

k k

k

β βt t n k
β

=

β̂

2σ

β̂
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五、回归系数的区间估计

由于

给定
 

，查t分布表的自由度为
 

的临界值

或:

或表示为:

*
2 2^

ˆ -
P[- ( - ) ( - )] 1-

ˆSE( )

j j
α α

j

β β
t n k t t n k α

β
≤ = ≤ =

2( - ) 2( - )
ˆ ˆˆ ˆ( - , )j j n k jj j n k jjβ β t σ c β t σ cα α= +

2 2

ˆ ˆˆ ˆP[ - ] 1-j α jj j j α jjβ t σ c β β t σ c α≤ ≤ + =

^ ^

2 2

ˆ ˆ ˆ ˆP[ - ( ) ( )] 1-j α j j j α jβ t SE β β β t SE β α≤ ≤ + =

ˆ ˆ
( )

ˆˆSE( )

j j j j*
^

jjj

β - β β - β
t = = ~ t n - k

σ cβ

α 2 ( - )t n kα

( 1,..., )j k=

n k−
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第三节  
多元线性回归模型的检验

本节基本内容:

●多元回归的拟合优度检验

●回归方程的显著性检验（F检验）

●各回归系数的显著性检验（t检验）
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一、多元回归的拟合优度检验

多重可决系数：多元回归中：

多重可决系数也可表示为

2 2 31 3
ˆ ˆ ˆ ˆˆ i i i kikY = β + β X + β X +...+ β X

2 2
2

2 2

ˆ( - )ESS TSS - RSS 1-
TSS ( - ) TSS

i i

i i

Y Y e
R

Y Y y
= = = =∑ ∑

∑ ∑
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2ˆESS -nY′= βXY

特点：

多重可决系数是模型中解释变量个数的不减函数，

这给对比不同模型的多重可决系数带来缺陷，所以

需要修正。

2
TSS nY′= −YY

2
2

2

ˆESS -
TSS -

nYR
nY

′
= =

′

βXY

YY
2 32 32

2

ˆ ˆ ˆ...i i i i ki ik

i

β x y β x y β x y
R

y
+ + +

= ∑ ∑ ∑
∑

可以证明：

多重可决系数的矩阵表示
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可决系数的修正方法

2 2

1 1

TSS ( )
n n

i i
i i

Y Y Y
= =

= − =∑ ∑总变差
 

自由度为

解释了的变差
 

自由度为

剩余平方和
 

自由度为

修正的可决系数为

2 2
2

2 2

( - ) -11- 1-
( -1) -

i i

i i

e n k enR
y n n k y

= =∑ ∑
∑ ∑

2 2ˆRSS ( - )ii iY Y e= =∑ ∑
2 2ˆESS ( - )i iY Y y=∑ ∑＝

1n -

1k-
n-k
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特点

可决系数
 

必定非负，但修正的可决系数

可能为负值，这时规定

修正的可决系数
 

与可决系数
 

的关系：

2 2 -11- (1- ) nR R
n - k

=

2R2R

2R2R
2 0R =
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二、回归方程显著性检验（F检  
验）

基本思想

要说明所有解释变量联合起来对应变量影
 

响的总显著性,或整个方程总的联合显著
 

性。对方程总显著性检验需要在方差分析
 

的基础上进行F检验。
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总变差
 

自由度
 

模型解释了的变差
 

自由度
 

剩余变差
 

自由度

变差来源

 
平方和

 
自由度

 
方差

归于回归模型

归于剩余

总变差

方差分析表

2 2TSS ( - )i iY Y y= =∑ ∑

2ˆESS ( - )iY Y=∑

2ˆRSS ( - )iiY Y=∑

2ˆESS ( - )iY Y=∑

1n-
1k-

n-k

2TSS ( - )iY Y=∑

2ˆRSS ( - )iiY Y=∑
TSS/ -1n
ESS/ -1k

RSS/ n - k

1n-
1k-

n-k
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原假设

备择假设
 

不全为0

建立统计量(可以证明):

给定显著性水平
 

，查F分布表得临界值

并通过样本观测值计算
 

值

F检验

F
α

ESS ( -1) ~ F( -1, )
RSS ( - )

kF k n - k
n k

=

( -1, - )F k n kα

1H : ( 1 2 )jβ j= , ,...,k
0 2 3H : 0kβ = β =...= β =
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◆如果
 

(小概率事件发生了)

则拒绝
 

，说明回归模型有
 显著意义，即所有解释变量联合起来对

有显著影响。

◆反之说明回归模型没有显著意义，即所有
 解释变量联合起来对

 
没有显著影响。

( -1, - )F F k n kα>

0 2 3H : 0kβ =β =...=β =

Y

Y
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可决系数与F检验

二者都建立在对应变量变差分解的基础上。

可看出：当
 

时，

越大，
 

值也越大

当 时，

结论：对方程联合显著性检验的F检验，实际上也
 是对

 
的显著性检验。

2

2

( -1)
(1 - ) ( - )

R kF
R n k

=

2 0R =
2R

2 1R = F → ∞

0F =
F

2R
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三、各回归系数的显著性检验
 

（t 检验）

方法：

原假设

备择假设

统计量
*

^

ˆ ˆ-
~ ( - )

ˆ ˆSE( )

j j j

jjj

β β β
t t n k

cβ σ
= =

0H : 0 = 1 2jβ j ,...,k=    ,

1H : 0jβ ≠
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t检验的方法

如果

就不拒绝
 

而拒绝

即认为
 
所对应的解释变量

 
对应

 
变量

 
的影响不显著；

反之则反是。

*
2 2- ( - ) ( - )t n k t t n kα α≤ ≤

1H : 0jβ ≠
0H : 0jβ =

jX
jβ

Y
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注意:

1、在多元回归中，可分别对每个回归系
 

数逐个地进行t检验。

2、在一元回归中F检验与t检验等价,

但在多元回归中F检验与t检验作用不
 

同。
2F t=
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第四节  多元线性回归模型的预测

本节基本内容:

●应变量平均值预测

●应变量个别值预测
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一、应变量平均值预测

1、
 

平均值的点预测

将解释变量预测值代入估计的方程：

多元回归时：

或

注意:预测期的
 

是第一个元素为1的行向量,
 

不是矩阵,也不是列向量

ˆ
F̂Y = FX β

2 2 3 31
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ...F F F k FkY β β X β X β X= + + + +

FX

Y
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基本思想：

为对
 

作区间预测，必须确定平
 均值预测值

 
的抽样分布。必须找出

 与
 
和

 
都有关的统计量。

2、平均值的区间预测

E( )F FY X

F̂Y

F̂Y E( )F FY X
Y



41

具体作法
 

(回顾一元回归)

当
 

未知 时，只得用
 

代替，
这时

一元中已知

2σ 2 2ˆ ( - 2)ie nσ =∑

1 2
ˆE( ) E( )F F F FY Y X β β X= = +

2

2

( - )1ˆSE( ) F
F

i

X XY σ
n x

= +
∑

2
2

2

( - )1ˆVar( ) [ ]F
F

i

X XY σ
n x

= +
∑

2
2

2

( - )1ˆ ˆVar( ) F
F

i

X XY σ
n x

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦∑
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多元回归时可构造t统计量

^

*
^

- E( )- E( ) ~ ( - )
ˆSE( )

F FF F

F

Y Yw wt t n k
w σ

= =
′ ′

F

-1
F F

X

X (X X) X
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二、应变量个别值预测

基本思想：

●为了对
 
的个别值

 
作区间预

 
测，需要寻找与预测值

 
和个别

值
 
有关的统计量，并要明确其

 
概率分布

FY

F̂Y
FY

Y
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构造t统计量

^

ˆ-E( ) - ~ ( - )
ˆSE( ) 1

F F F F

F

e e Y Yt t n k
e σ

= =
′ ′+ -1

F FX (XX) X

具体作法
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^ ^

2 2
ˆ ˆ({[ - SE( )] [ SE( )]} 1-F F F F FP Y t e Y Y t eα α α≤ ≤ + =由

因此，多元回归时
 

的个别值的置信

度
 

的预测区间的上下限为：

2
ˆ ˆ 1F FY Y t σα ′ ′= +m -1

F FX (X X) X

Y

α−1
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第五节  案例分析

案例：中国税收增长的分析
提出问题

改革开放以来，随着经济体制改革的深化和经济
 的快速增长，中国的财政收支状况发生很大变

 化，为了研究影响中国税收收入增长的主要原
 因，分析中央和地方税收收入的增长规律，预测

 中国税收未来的增长趋势，需要建立计量经济模
 型。
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参数估计 注
意
这
些指

标
的统

计
含
义
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模型估计的结果可表示为

2 3 4
ˆ -2582.791 0.022067 0.702104 23.98541iY X X X= + + +

(940.6128)   (0.0056)            (0.0332)           (8.7363)
t= (-2.7459)     (3.9566)           (21.1247)          (2.7449)

2 0.9974R = 2 0.9971R =

拟合优度：可决系数
 

较高，
修正的可决系数

 
也较高，

表明模型拟合较好。

2 0.9974R =
2 0.9971R =

df =F = 2717.238   21
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显著性检验

F检验：
 

针对
 

，取

查自由度为
 
和

 
的临界值

 
。

由于
 

，应拒绝
 

，
 

说明回归方程显著，即“国内生产总值”、“财政
 

支出”、“商品零售物价指数”等变量联合起来确
 

实对“税收收入”有显著影响。

0 2 3 4H : 0β β β= = =

(3,21)Fα

0.05α=

F α> == (3,212717.238 ) 3.075F

-1=3k =21n - k

0H
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t检验：给定
 

，查t分布表，在自由度为

时临界值为
 

，因为

的参数对应的t统计量均大于2.080, 这
 

说明在5%的显著性水平下，斜率系数均显著不
 

为零，表明国内生产总值、财政支出、商品零售
 

价格指数对财政收入分别都有显著影响。

0.025(21) 2.080t =

0.05α =

2 3 4, ,X X X

-n 3=25-4=21
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本模型中

所估计的参数的符号与经济理论分析一致，说明
 

在其他因素不变的情况下，国内生产总值每增加1
 

亿元，平均说来财政收入将增加220.67万元；财
 

政支出每增加1亿元，平均说来财政收入将增加
 

7021.04万元;商品零售物价指数每增加1%,平均
 

说来财政收入将增加23.98541亿元。

3 42
ˆ ˆ ˆ0.022067, 0.702104, 23.98541β β β= = =

经济意义检验
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1.多元线性回归模型是将总体回归函数描述为一

个被解释变量与多个解释变量之间线性关系的

模型。

通常多元线性回归模型可以用矩阵形式表示：

2.多元线性回归模型中对随机扰动项u的假定:零

均值假定、同方差假定、无自相关假定、随机

扰动与解释变量不相关假定、正态性假定、无

多重共线性假定。

0 1 1 2 2 ...i i i p pi iY β βX β X β X u= + + + + +

第三章  小结

Y = Xβ + u
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3.多元线性回归模型参数的 小二乘估计式及期

望、方差和标准误差：

4.在基本假定满足的条件下，多元线性回归模型

小二乘估计式是 佳线性无偏估计式。

ˆ ′ ′-1β = (XX) XY ˆE( β )= β

ˆSE( ) jjjβ σ C=
2

2ˆ ˆVar( ) ( )
-

i
j jj jj

e
β σ C C

n k

∧

= = ∑
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5. 多元线性回归模型中参数区间估计的方法。

6. 多重可决系数的意义和计算方法：

修正可决系数的作用和方法：
2

2
2

RSS1- 1-
TSS ( - )

i

i

e
R

Y Y
= = ∑

∑
2 2

2
2 2

( - ) -11- 1-
( - ) ( -1) - ( - )

i i

i i

e n k enR
Y Y n n k Y Y

= =∑ ∑
∑ ∑

2 2

ˆ ˆˆ ˆ[ - ] 1 -j α jj j j α jjP β t σ c β β t σ c α≤ ≤ + =
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7.  F检验是对多元线性回归模型中所有解释变量联

合显著性的检验，F检验是在方差分析基础上进

行的。

ESS ( -1) ~ ( -1, - )
RSS ( - )

kF F k n k
n k

=
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8. 多元回归分析中，为了分别检验当其它解释变
 

量不变时，各个解释变量是否对被解释变量有
 显著影响，需要分别对所估计的各个回归系数
 作t检验。

*
^

ˆ ˆ- -
~ ( - )

ˆ ˆSE( )

j j j j

j jj

β β β β
t t n k

β σ c
= =
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9.利用多元线性回归模型作被解释变量平均值预

测与个别值预测的方法。

点预测：

平均值：

个别值：

ˆ
f̂Y = FX β

2 2
ˆ ˆˆ ˆ- E( )F F FY t σ Y Y t σα α′ ′ ′ ′≤ ≤ +-1 -1

F F F FX (XX) X X (XX) X

2 2
ˆ ˆˆ ˆ- 1 1F F FY t σ Y Y t σα α′ ′ ′ ′+ ≤ ≤ + + -1

F FX (XX) X-1
F FX (XX) X
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本章内容结束！


	计量经济学
	Slide Number 2
	第三章 多元线性回归模型
	         第一节 � 多元线性回归模型及古典假定
	Slide Number 5
	一、多元线性回归模型
	Slide Number 7
	Slide Number 8
	二、多元线性回归模型的矩阵表示 
	Slide Number 10
	Slide Number 11
	三、多元线性回归的基本假定
	Slide Number 13
	        第二节� 多元线性回归模型的估计
	 一、普通最小二乘法（OLS）
	Slide Number 16
	Slide Number 17
	二、OLS估计式的性质
	Slide Number 19
	三、OLS估计的分布性质
	Slide Number 21
	 四、随机扰动项方差   的估计
	Slide Number 23
	五、回归系数的区间估计
	      第三节   �多元线性回归模型的检验
	一、多元回归的拟合优度检验
	Slide Number 27
	Slide Number 28
	Slide Number 29
	二、回归方程显著性检验（F检验）
	总变差                            自由度 �模型解释了的变差                  自由度  �剩余变差                          自由度
	Slide Number 32
	Slide Number 33
	Slide Number 34
	Slide Number 35
	Slide Number 36
	Slide Number 37
	第四节  多元线性回归模型的预测
	一、应变量平均值预测
	Slide Number 40
	Slide Number 41
	Slide Number 42
	Slide Number 43
	Slide Number 44
	Slide Number 45
	第五节  案例分析
	参数估计
	模型估计的结果可表示为
	显著性检验
	Slide Number 50
	 经济意义检验 
	Slide Number 52
	Slide Number 53
	Slide Number 54
	Slide Number 55
	Slide Number 56
	Slide Number 57
	本章内容结束！

