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摘要： Q
． 
是由n维Marcinkiewicz积分 I2和 bj∈BMO(R )(1 J m)生成的多线性 

交换子，当 【2满足一类 Dini型条件时，建立了 【2
．

i的加权弱 L(1og ) 一型估计． 
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1 引言和结果 

用 S一 表示 R (竹 2)中的单位球面，设 【2( )∈L ( -1)是 R 上的零次齐次函数 

且满足 

／ a(x )d =0， (1．1) 

其中 =x／Ix{( ≠0)． 

1958年， Stein[ ]引入了礼维 Marcinkiewicz积分的定义 

Q c， c =( 。。I 一 ． f __兰 ，c d I ) ，x E Rn． 
R 上的非负局部可积函数称为权函数．用 (1 P ∞)表示 Muckenhoupt权函数 

类 (见文献 [2 3])．对权函数 ，记 

： ( l z) ． 
设 m∈z+，b∈BMO(R )， =(b1，b2，⋯ ，bm)，定义 Marcinkiewicz积分交换子为 

( 。。l 一 。 ! 兰 二__ 望 ，c d l 岩) 
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定义多线性 Marcinkiewicz积分交换子 
．

i为 

)=( 一 ． 亘(hi(x)-bay))d l。 ) 
显然，当 bl一 ·=b =b时有 

．i= b． 

2004年，Ding，Lu和 Zhang[ ]研究了当Q∈Lip ( )(0<oz 1)时 Marcinkiewicz积 

分交换子 6的加权弱 LlogL一型估计．最近，Zhang[ ]考虑了当Q满足一类Dini型条件时 

【2m 的加权弱L(1ogL) 一型估计．2008年，Zhang[。]在wEAl和 Q∈Lip (S” )(0<OZ 1) 

时，证明了 ni的加权弱 L(1ogL) ／一型估计． 

本文将利用 Calderdn-Zygmund分解理论，在 Q满足一类 Dini型条件时，建立多线性 

交换子 【2 i的加权弱 L(1ogL) 一型估计． 

以下总假定 【2是零次齐次函数．设 Q∈Lr( )(r 1)，定义 Q的r阶积分连续模为 

／ r 、1／ 

( )=sup(／ lQ(p )一a(x，)l dx ) ， 
lPl<6 ＼t，S 一 ／ 

其中 P是 Rn中的旋转，且 1P1= sup 1px 一xI1． 

若
． 

( ) d5<。。，则称 Q∈L (sn--1)(r 1)满足 一Dini条件． 

本文的主要结果如下． 

定理 1．1 设 bj∈BMO(R”)(1 J m)，Q∈L (sn-1)(r>1)且 u ∈A1．若 Q满足 

(1．1)式和 

( d6<。。， 2 
则对所有的 >0，存在不依赖于 ，和 的常数 C>0，使得 

∈an：／-ta
,g∽㈤> ／R 1+log+ )” ． 

注 显然，条件 (1．2)比 一Dini条件稍强，但比 Lip (0< 1)弱．另外，注意到 

Osc。 pL 一BMO，Osc。 pLr c BMO(7_>1)，且当bj—b(j=1，2，⋯ ，m)时 n
．
i= b，从而 

不难看出，定理 1．1改进了文献 f5 6]的相关结果． 

在下文中，我们总是用 C表示不依赖于主要参量的常数，出现在不同地方其大小可能 

不同．用 —B表示存在常数 C>0使得 一 B≤A CB．对任意的P∈[1，。。]，用 P 表 

示 P的共轭指标，即 1／p+1／p =1． 

2 预备知识和引理 

本节主要给出一些预备知识和引理． 

引理 2．1[ ] 设 0<oL<n，r>1且 Q满足 一Dini条件．若存在常数 Co∈(0，1／2)，使 

得 <CoK，则有 

(K<IxI<2K l 一 J 
K．／r-n+c~( + ． K < 

一 

、、一、、 一 
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引理 2．2 Is】 设 r>1，Q E L ( 一 )且 r E A1．则对任意的 >0，存在不依赖于 ．厂 

和 的常数 C>0，使得 

({ E R ： 【2(．厂)( )> )) CA一 lIfllL~mn)． 

引理 2．3[。】 设 bj∈BMO(R )(1 S m)， ∈L ( 一 ) >1)且满足 (1．1)式和 

(1．2)式．若 ∈A ／lr，j r <P<。。，则存在不依赖于 ．，的常数 C>0，使得 

ll i2
． 
(．厂)lIL~(Rn) cll6ll lIfilL~m”)． 

另外，我们还需要 Orlicz空间的若干性质，有关 Orlicz空间的详细内容见文献 『10]． 

函数 ：[0，+。。)一 [0，+。。)称为 Young函数，如果 是连续的，严格递增的凸函数且 

满足 (0)=0和 ．11m (￡)一十。。． 

借助 Luxemburg范数，定义函数 ，在方体 Q上的 一平均如下 

Ilfll~,Q=inf{⋯： ( )dy<1)． 
下面的不等式成立 (见文献 [10，p69]或文献 [11，公式(7)]) 

／Q ( )d )<2l-，-- ． 
本文将要使用的Young函数是 ( )=t(1+log+ ) ( >O)，其Young补函数为 ( )≈ 

exp(t1／~)．记 IIfllL(1。gL)a，Q= lIflb ，Q及 Il，ll。 L 
，
Q= lIfll~ ，Q．当 =1时，简记为 

)=t(1+log十t)， (t)≈e 以及 lIfllL1。g，J，Q=1Ifll~，Q和 ll，1I。 L，Q=lIfll~
．。 ． 

设 Q是 R 中的方体，则如下的广义 H61der不等式成立 (见文献 [12】或 【13]) 

·IQ I I )__ ( dy<C L(1ogL)I／',Q fi IIf／ll唧 (2．2) 

其中 T1，·一， 1且 i／r=1／ri+···+1／r ． 

对于局部可积函数 f和方体Q，记 (．厂)Q=fQ=IQl f(y)dy．设 b E BMO(R )，对 

任意的方体 Q和整数 0，有 (见文献 [2，p141]) 

b2k+ Q—bQl c(k+1)l}6ll ， (2．3) 

其中 tQ(t>0)表示 Q的t倍同 5-扩张， ll 6II 表示 b的 BMO模 

利用 John—Nirenberg不等式可得 (见文献 [14，p169]) 

b—bQlIoxpL，Q I ． (2．4) 

令 ML(1。gL)a(I厂)( )=sup lIfllLO。gL)n，Q．用 M 表示 Hardy—Littlewood极大函数 M 的 

次复合，则 ML(1ogL、 ≈M蚪 ( =0，l，2，⋯)．在定理 1．1的证明中还需要下述估计． 

引理 2．4【 】 设 1 P<。。， E A1，b E BMO(R )且 Q是方体．则对任意的 Y E Q 

和任意的正数 8，有 

／ 1 ， 、i／v 

南 ／2 Q l6( )一bQ18p~p( )d + ) 基 ( )， =0， ⋯· 
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当 s是止整致盯，引FA 2．4征又献 【5J巳让明．1司样 日J以证明引理 2．4当 s是正数时也成立． 

引理 2．5 设 l P<。。，02p∈Ai，b∈BMO(R )且 Q是方体．则对任意的 Y E Q和 

任意的正整数 m，有 

(南 Q )亘 I d ) 川) 基 ，⋯． 
证 设 l(j=1，2，⋯，m)且1=击+1 ：十⋯十 ．由HSlder不等式和引理2．4可 

得 

(南 ㈤ I ) 

f1(， ( )Q]P'Y~dx1~ 、)专 ( 2kQ~2P( )lbj( )QI广 

(Ilbjll~ +1 卿inf 
c rlbl r ( 1)m inf co(y)· 

从而引理 2．5得证． I 

为证主要结果，我们还需下述概念．对于 ∈A。。和方体 Q，分别记 

一-L(1ogL)TM,Q,w~inf ⋯： ( ) dy_<1)， 
一 inr{⋯： 1 击 ( ) ，dy_<1>． 

类似于(2．1)式有(见文献 [10，p69】) 

“L(1ogL)m,Q,w~inf 南 ( ) )． 5 
类似于 (2．2)式，对 rl，⋯ ， 厂 1和 1／r=1／r1+⋯ +1／rm，有如下的广义 H61der不 

等 式 成寺 

l，1( 一舶)9( )dy_ClI9llL(1ogL)~／",Q,w fi Ilkll唧 (2．6) 

另外，对任意的b E BMO(R )，任意的方体Q和任意的权函数 ∈A。。，有 

IIb_bQll。 pL,Q， CIIbll ． (2．7) 

事实上，由John—Nirenberg不等式，存在正常数 和 ，使得 

f x E Q：f6( )一bQf>圳 Ci[Qle— ／ll 

注意到 E A。。，由文献 [15，定理 5】的证明可知，存在 >0，使得 

({ E Q：lb(x)一bQl> )) C1w(Q)e一 乳／l_ ． 
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又类似于文献 [3，p528，推论 7．1．7]的证明，有 

志／Q唧( )删 8， 
(2．8)式蕴含着 (2．7)式． 

为证明定理 1．1，还需要下面的记号．类似于文献 [12]．对任意的正整数 m和J∈[1，m]． 

用 c 表示 {1，2，⋯ ，-q 中所有具有 J个不同元素的有限集 ={ (1)，盯(2)，⋯ ，盯( ))构成 

的集族．对任意的盯∈ ，把 的余集记为 ={1，2，⋯，m)＼盯． 

设 =(b1，b2，⋯ )b )．对任意的 1 J m和 ={ (1)， (1)，⋯ ， (j))∈c ，记 

b =(6 (1)，bo(2)，‘·。，6 ( ))，b =6 (1)6 (2)⋯6 (J)． 

并记 

(6(z)一6( )) =(6 (1)( )一6 (1)( ))···(6 u)( )一6 0)( )) 

和 

(bQ—b( )) =((6 (1))Q一6 (1)( ))‘_‘((6 0))Q一6 0)( ))． 

另外，对 by E BMO(R )(1 J m)，记 

ll =lib (1)11 lib (2) 一lib (j) =116111 lib211 ⋯ lib 

3 定理 1．1的证明 

定理 1．1的证明 对于给定的 A>0，使用 Calder6n-Zygmund分解，口J得钊一糸歹ll互 

不相交的二进方体 {Q )，其中Qi是各边平行于坐标轴，以Xi为中心，以z(Q )为边长的方 

体，使得 l_厂( )J CA，a．e．x∈R ＼uiQi且 

<南 If( d 2 ， ，2，⋯． (3． ) 
把函数 -厂分解为 f=g+h，其中 

=  

⋯
．  

则 ( )=l，( )一9( )=∑i ( )，其中 hi(x)=(1厂( )一，Q ))(。 ( )．显然， supphi c Qi， 

i( )曲 一0且 

lg( )l 2n ， a．e．x∈R ． (3．2) 

注意到，当 r ∈A1时，有 ∈A1．于是 M )( ) ( )，a．e．x∈R ．由 (3．1)式和 

lQ -I~(Q _l ／a inf w(y)i ， J ⋯ 
可得 

i[
删

inf
。 

) CA-1 If( d )_<CA-i If( ) (3_3) 



No．5 张璞等：多线性 Marcinkiewicz积分交换子的加权端点估计 897 

记 E=ui(2Qi)，由 (3．3)式可得 

) c 
Q 
)dx=C E c 蚓 C／~-1 lIL 

于是有 

({ ∈R ： 
， 
(_厂)( )> ))≤ ({ ∈R”＼ ： n

． (，)( )> ))+ (E) 

({ ∈R ＼E： Q
．i(9)(z)>A／2)) 

+ ({ ∈R”＼E： n
． 
(̂)( )> ／2))+ (E) 

I1+ +CA一 lIflIL~(R ． 

下面先来考虑 厶．对于 ∈A1有 ∈A ．注意到 A c A (s 1)，则对任意的 P>r／ 

有 ∈Ap／ 于是，由引理 2．3，(3．2)和 (3．3)式可得 

， 

I1 ({ ∈R ＼E： 【2
，i )( )> ／2)) 一 ／ [ n，i )( )] w(x)dx 

< 
— —  

< 
— —  

< 

／ Jg(x)lpx(x)dx 一 ／ J ( )J。 ( )d 
JRn JRn 

Q 

l + ㈦ d 

IIflILL(R~)+CA-1 ㈤ (高 z) 

lll，l ／Q If( ld 删inf w( ) 

I rfll Rn) ／Q If( ( 曲 
。 。

IIf J J (R )． 

(3．4)式的证明过程蕴含着下式 

／Q IfQ fll )· 
觋存 来估 计 ．沣煮 引 

6J( ))=∑ ∑ (6( )一bQ。) (bQ 一6( )) ， 
j=o ∈c 

则由 【2和 【2
． 

的定义，可得 

． 
(九)( ) 

(／o。。 ㈣ 

(3．4) 

(3．5) 

㈤ 

mⅡ 
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< 

+( o。 
+( 。。 

∑ 
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一  j亘 cbj(x)-(bj)q,)d I ) 

I~-yl~t等 一 

I 一 ． j亘【((bj)Q~-bj(y))d I ) 
by(x)一(bj)Q I ( )( ) 

)Q。一6j)1( ) 
7 

Q．i(，己)( )> ／2)) 

dt 

VlO1．32A 

(6( )一bQ。) l ( t(6Q 一6) ，)( ) 

u {x E R~＼E： m )) 
= 1 

+ ({ ∈R ＼E：∑∑∑[(6( )一bQ ) ( (bQ ) ，)( )> 
、、 i j=1 aEC m 

+ ( 脚Q( ))㈤刈6)) 

对丁 l，利用 Chebyshev不等式和 Minkowski不等式，有 

< 一 
—  

Q 

m  

)_( d 

每 
i 

∑ 

bj(x)一(bj)Q 

+n Q l 一 ． d 1 ) uc d 

Q 

m  

Q 

xl l ＼、 
Iz—z。l+71,1／。f(Qt) 

=： 11+ 12． 

注意到当 X∈R ＼2Qi和 y∈ 

X—zil lX—XiI+nl／ l(Qi)，于是 

— XiI+n ／。z(Q ) 

YI 

a(x 

Yl t lX 

y)hi(y) dy 

Qi时，有 lX一 l IX—Xi 

。出、 ，、 J ( ) 

+ 1n ／2(Qt) 

／6>) 

(3．6) 

(3．7) 

和 IX一 I～ 

— — 一  一 一 一  【_————一、<—Cl(—Qd 
l (Ix—Xil+n1／2l(Qd) ／一lX一 I。 

1—2 

∑ 

一∑ 

∑ 

m n 

m 叭 皲 

可 

= 

一 

，  是 

∑ 

1  
一 
一< 
C 

<一 

l  
2  

f  

0  

／ ＼  

× + 

1 —2  

出一 
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注意到 supphi c Qi，由 Minkowski不等式，得 

Q 耍 Q 
( ：̈ 

／R Q。 
d 、) )d 

． 

如)l 

× 

CA一∑l(Q ) 

×( 。 
< C ～ 1 
一  

— 一一 

( 一 )l 

l —vln 

(Q{) ／ 

t(Qt)d八 1 

) 

一 (bj)Q。I 

× 

。 
c I 

／Q 
xI f ＼＼-／

2≈+ Q 2 Q‘ 

( 
6J( ) 

Ia(x一 )f 

+ Qt＼2 Q。lX—yIn+l／ 

(bJ)Q r'dx) r (3．8) 
由十当Y∈Qi和 X∈2” i＼2 t时，有 2k-1f( i) l —YI 2k+2l(Qi)，从而 

(~k+lQi＼2kQi d ) (~2k ll(Qi)<
_ ]x-yI<_2k+21(Qi) d ) 

2k+ u／ (Q~)

pn-1( )dp 
c(2 l(Qi))一 lLr(s一)． (3．9) 

注意到 ∈A1，使用 H61der不等式，Minkowski不等式，BMO(Rn)函数的性质以及 

弓f珲 2．5．得 

( { ＼J
21~+lQt＼2kQ 

(z) 
一  I + ／ ( r'dx) 

／  

(2k+l／ Qt )一(n+ )／r ( + Q。 c )亘l c 一 Q 『 d ) 
(2 2(Q )) + 

+ Q c j亘l6 c 一c6 Q I d ) r 
CIl~ll (2 ))一 (尼+1 inf

。

w( ) 

由 (3．8)，(3．9)和 (3．10)式可得 

fLr(Sn-1)IIbll )f(薹(川 ) 

(3．10) 

∑ m 

，

～ 

／L 、。 ，一 0 ； mⅡ ．Z ．Z Q—Q 11—1 +一+ 一， 2—2 
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㈤ l O

一

0 

)rn2-k／2) 
IlglI,A-1 ㈤ ㈨  (3．11) 

接下来考虑 ．记 ( ，Y,Xi)= 一 ： ．由于对任意的 Y∈Q ，任意的 

∈R ＼2Qi以及满足 I — l+nl／ l(Qi) t的 t，有 Ix一 l Ix—Xil+ n ／。l(Qi)<t，因 

此，利用 的消失性条件可得 

／R Q 娶l6 H I 

× 如 -( )idy d 

Q j =l ㈤ (／a d ) z 

㈤l薹 广 
× Ibj( ( 

用 8表示使 2s>n ／。成立的最小正整数，由HSlder不等式，引理 2．1和引理 2．5，可得 

。 l ( 

('2k-ll(Qi)<lx-x~]<
_ nl／U2kl(Qi)l ( ， ， i)l d ) 

×( + Q。 I (z)一( )Q。1r'o2r'(x)dx) 

( d ) 
×( + Q 一 Ibj(x)-(bj)Q,] ( )d ) 

cIlbll*(⋯ ( 喜2 1)( 一“) 
× 2 k-e+~+

嘉  d ， 
×

，

2 k．

喜1 2 + 。棠  一 = =1 再丁 。 
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c̈ 2 嘶～ 1嘉  )． 、 = 再 ， ⋯ 
于是有 

。 ／Q c c 妻k
= l 

c + 2 + s lu-x~l 
inf c 

要 ㈤ <薹c川 m2-k+L ( 
- 2 ㈤㈨  (3．12) 

又由于当 Y∈Qt时有 ( )=f(y)一fQ。，从而由 (3．5)，(3．7)，(3．11)和 (3．12)式，有 

)J+ cR 

为了估计 ／23，注意到 Q∈Lr( 一 )(r>1)和 ∈A1，利用引理 2．2，引理 2．5，(2．5)， 

(2．6)，(2．7)以及 (3．3)式可得 

( n(∑i％亟(c 。 )㈤> )) 
∑
i ㈤ 耍 圳d 

∑(／n l ) )Ⅱj(bj)Q。～bj(x)ldx ＼ 
t ～ 1 

+ ·．，Q - c ， I c6 ，Qt一 c ，Id ) 
A一 ∑ (Q )llfllL(1ogL)m,Qi,w[I Illby一(幻) 。 ， 

高 ㈤ )娶 z 

(q~)llfll ogL ／。 If(y)l inf w(J )) ＼ 0 ／ 

(删inr 西m( ) )+ ㈤㈨d ) 

c ( +／Q m( ) )彻 ， 

c ( + (1~log+ ) 岫 ) 
+ 
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(1+log+ If(y)1) ． 
现在来估计 2．由Minkowski不等式，有 

z ／Rn＼2Q I(b㈤ ( O-t) 撕 

／Rn＼2Q )_6 
×(／o z—z“+n Q 1 一 ．s (bQ,-b(V)) ，d i。 ) c d 
彻  

Q 
I(b( 6 

×( (bQ,-b(y) d 1 
：：CA-1∑m∑-1∑ (1221-'~ 。 )

． 

对于 I221和 』222，类似于 』21柙 』23的佰计， 

2 CZ(Q{) ／／ l(6( )一bQ ) I 
JR”＼2Q 

×( l (bQ~-b( )) ，d ) ( )dz 

( )删 
+ l ) )曲) 
cIlbll,(删+ ( ) + ㈤㈨d )· 

。 厂 l(b( ) 
JRn＼2Q 6Q ) l( ，_ (bQi-b( )) ，d )u( )d 
c L L~II ／Lh~(v)ll(bq 一6( )) w(y)dy 

JQ。 

r 志 西 ( ) 
+ 

。l ) d ) 
cIlbll,(删+ ( ) + ㈤ )． 
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于是得 

m 一 1 

CA ∑∑ 

从而定理 1．1得证． 

(I221+I222)< (⋯ ) 
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Abstract： Let Q
．

i be the multilinear commutator generalized by Q，the n—dimensional 

Marcinkiewicz integral，and bj∈BMO(R~)(1 J m)．The authors establish the weighted 

weak L(1og L) 一type estimates for n
．

i when Q satisfies a kind of Dini conditions． 
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