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一类最佳飞行轨迹的计算
。

西北工业大学 王培德 崔桃瑞 侯 明

摘 要

本文给出了一种简化的直接多重打靶算法
,

并讨论 了该算法在求解一类最

佳飞行轨迹上的应用
。

数值计算结果表明
,

本文所给的算法收敛性好
,

对初值

无很高要求
,

因而避免了在计算之前对问题进行冗繁的解析分析
。

关键词 最佳轨迹
,

非线性规划
,

直接多重打靶法
。

一
、

引 言

对某项指定的飞行任务
,

飞行器可采取不同的飞行方案
。

根据设计计算出的最佳轨

迹
,

可为指定的飞行任务提供最佳飞行方案
,

以减少运行时间或运行费用等
。

这对提高

飞行效益是很有意义的
。

用某些简化模型的方法求解这类问题的缺点是
,

需要对飞行器的轨迹运动特性有一

个很好的理解
,

而且解的精度往往很低
,

只能得到次佳解
。

若利用最佳控制理论中的庞

特里雅金 /0
.
12

3 4 5 617 极值原理
,

引入哈密顿 /8 9 6:2. 的 函数
,

便可将最佳轨迹问

题化为一个规 范 的 两 点 边 值 问 题 /% ; 。 0.6 爪 < .=
1
> 汀 ? : =≅ 03 .Α :9

,

简 记

% 0<Β 07
〔‘’。

然而
,

一类求解% 0< Β 0的算法均对初始解有较高要求
。

由于 % 0< Β 0中协

态变量无明显的物理意义
,

选择好的协态变量初值往往很困难
。

因此
,

用这些方法求解

一般飞行轨迹优化问题很不方便
。

本文根据 < .Χ Δ 等哪提出的直接多重打靶算法的思想
,

给出一种适用于求解一类飞

行轨迹优化间题的简化算法
。

由于本文描述的算法是通用的
,

它可应用于一大类最佳飞

行轨迹的计算
。

二
、

问 题 描 述

设飞行器的轨迹运动由下述一组非线性常微分方程描述

交/才 7Ε Φ /二 /才7
, “

/才7
, 才7

二 任∋ ‘, 。 任∋
咤, 才任〔. ,

少〕
,

少任尸
。

其中控制变量
。
/才7

:,
/

“
/才7/ Γ,

状态变皿 /轨迹 7 二 / 2 7 的变化范围受到约束

!Η簇 Ι /才7《八
Η

/! 7

的变化范围受到约束

/ϑ 7

/ϑΑ7
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初始状态是指定的

二 /. 7一 二。 /Λ二7

终端状态是指定的 /或部分指定7

丫/% 7Ε 二‘ /Λ Α 7

其中
,

丫/% 7 Ε 伽
,

/% 7
,

凡 /% 7
,

⋯
,

丸
‘

/% 77
3 ,

丫任∋ 、
, ! 成、成 :

。 1 Ν

是指定终端

状态变
一

量的个数
。

轨迹优化的 目的就是寻求一个容许控制律
=
/才 7

,

使期望的性能指标

, 一

丁百
Ο /

“
/‘7

, “
/ ‘7

, ‘7> ‘
/Π 7

达到最小值 /不失一般性7
。

所谓容许控制是指所有满足约束式 /! 7一式 /Λ Α7 的控制

律
。

性能指标式 / Π 7 中终端时刻 % 可以是固定的
,

也可以是 自由的
。

由于大多数飞行

器最佳轨迹问题中 % 是 自由的
,

故本文只讨论后一种情况
。

至于 % 为固定这种相对简单

的情形
,

根据本文容易得出对应的处理方法
。

对上述非线性最佳轨迹问题
,

若不求助于数值计算
,

即使要找出一个容许控制也是

相当困难的
,

故有必要寻求一个有效的数值解法
。

三
、

简化的Θ4 ≅!’问题

直接研究 自由终端时问问题是不 灯硬的
。

另外
,

在 < . Χ Δ 等的算法中
,

对由式 / 滩7

丧示的积分性能指标的直接处理方式比较复杂
,

对应梯度的个Ρ算址 也很大
。

本文将 卜竹

描述的问题先转换成固定时 间端点的Θ勺、问题 再利川直接多重打靶法处理
。

这样将

使得
一

书文算法简明
,

「!标函数的梯度计算墩减 小
。

为此
,

引入新的时间变量
下 任〔( ,

! 〕
。

并设 % 为可变参数
,

且在一定范围内变化
Σ Σ > 矛 Σ 一

Σ

> %
Σ

Σ
Σ

,

Σ 、 , 、 ,

Σ
, 、 Σ Τ 一 Τ

, , 、 Σ
。

几减犷动
肠 定义 ‘一% 、 及徽

一

一 % 和亡涛 一 ”
。

同时引入增广状态变量 为。 及状态

方程

幻
Υ ,

‘Ο
7Τ %

·

ς /二 〔
‘
7

, 。
/
‘
7

,
%均

, ‘:Υ ,
/( 7 Τ Μ

/对最短时间问题
,

函数 ς Τ ! ,

不必引入 为
二 ,

及对应的状态方程7
。

容易证明
,

上节描述的最佳轨迹问题与下述固定终端时间的Θ 4≅
3 问题等价

9 6二Φ
:

/二
。

/6 7
,

% 7 /Ω 7

状态方程

交/
下
7 Τ % Φ/二 /

‘
7

, 。
/

Ο
7

,
% Ο 夕Ε Ξ /二 /

Ο 7
, 。

/
‘ 7

,
%

, 、

7 /ΩΑ 7

边界条件

上
、

下界约束

Ψ
+ /。7 Σ ,

ς“
−
/ ! 7Ε 二−

Ψ:
,

《
“
/
‘
7成Γ,

Ρ
ς

。

《 二 /
二
7《 8 Ο

:
。

《 % 《凡

其
,
扣

, “‘/ !
卜 了“ ,

/ ! 7
, ‘ Ο

/! 7
,
⋯

, “
。Ν

/ ! 77
% Ζ “ 任∋

” , “ 任尸
心 , ! /

Η‘Ν减 ”

/[
。
7

/Ω> 7

。

对 最
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短时间问题
,

式 /Ω7 中 目标函数Φ
, Ε %

,

状态方程 /ΩΑ7 的维数
” 二 : Ζ

对一般问题
,

∴
, Τ 气/! 7

, ” 一 : 十 ! 。

状态方程以
Ο
为时间变量

Ζ 任〔(
, ! 〕

。

用直接多重打靶法处理此Θ 4≅
3
问题是方便的

,

目标函数的处理也将得到简化
。

四
、

用直接多重打靶法建立非线性规划问题

由于有状态方程 /ΩΑ7 的约束
,

要直接求解上述Θ邸
≅ 3
间题仍比较困难

。

所谓多重打靶法哟
,

是将时间区间划分为若干段
,

在段与段相交的节点上给出一些

猜测值
,

作为状态变量和协态变量在这些节点上的初始估计值
。

假定已知各段的控制律
,

将描述 % 0< Β 0的常微分方程从各段的初始节点积分到终端节点
,

判断这些积分值是否与

对应终端节点处估计值相等 /或称
‘

匹配 /Θ 2 ΧΓ 7
’

7
。

若不相等
,

则依一定规则修正这

些估计值
,

使其逐渐在终端节点处匹配
。

在直接多重打靶算法中
,

首先需将待求的控制律
。
/

·

7 参数化
。

参数化的控制不但

要使状态变量 /由常微分方程初值问题描述7 在终端节点处匹配
,

且要使目标函数达到

最小值
。

这些条件若不满足
,

将不断修正各节点上状态变量的猜测值以及参数化 了的控

制律
。

这样就可把上节所述 Θ 4≅
3
问题转化为一般的非线性规划 /)

. 1 :61 ≅ 3 0. 5 Ο 一

9 9 61 5 ,

简记) ς 07 问题
。

以下是转化步骤
Ο

/! 7 将固定时间区间〔”
, ! Ζ 9 等分

,

得到节点
Ο 介一

令
, ‘一 ” , ! , ”一 阴

/Η 7 控制律参数化
Ο

引入一组向量尸
,任俨

,
6 二 Μ , ! ,

二
,

9
。

定义
“
/
丫
7一

“,
/0

。 ,
0 , ,

⋯
,

0。
7

, Ο 任〔‘ , , ‘ Ζ , Ο〕
。

。,
/

·

7 是插值函数
。

本文取线性插值函数
,

即

。,

/
‘
7Ε 0

,
Υ ∃ ,

/
Ο 一 Ο Ζ

7
Ο 任〔Ο , , Ο , Υ !

〕
, ‘Ε Μ

, 6 ,
⋯

, 那 一 6

阴 一 !

中中其其

/ Λ 7

“ Μ ,

Ο ,
上状态变量

二
/

, , 7的估计值
,

初值

/Π 7

下 任〔下 6 , 下 , Υ , 〕

切 一 !
。

、,产、了毛
、

乍,1曰∃
丹(几(丹匕:厂

、
矛‘了、
了、

∃ , “ /06
Υ 工一只7] /

二, Υ Ζ
一 下,

7 6 Ε . ,

初值间题建立
Ο

选一组向量, ,任 ∋
” ,

作为节点

! ,

⋯
, 9

。

可形成 饥个初值问题

介/
下
7二 Ξ /二 /

,
7

, “
/

,
7

,
%

, ‘

7
二 /,

Ζ , 。 , ,

% , Ο ,
7二 , Ζ 6 Ε Μ , ! ,

) ς0 问题构成

9 61
Φ

,
/歇

,
% 7

满足

匹配条件

边界条件

二 /,
, , “Ζ ,

%
, 二, Υ ,

7一, , Υ ,
Τ . Μ , ! [

,

二 , 阴 一 !

上
、

下界约束

ΦΩ
。

ΕΕ 劣 .

/孔二丫

:
,

《尸,
《气

ς ϑ/ , ,《8
Ο

![《 % 《ΓΛ

!
,

⋯
Ω 9

! ,

⋯
, 9 Ψ /⊥ > 7

至此
,

得到了一个与原问题等价的 ) ς0 问题
。

优化变 量为 _ Ε /,石
,

,%
,
⋯

,
,孔

尸落
, 尸圣

,
⋯

,

嘿
,

% 广
,

目标函数为Φ:
,

约束为式 /⊥Α 夕Τ 式 /⊥ >7
。

与 间题式 / [ 7 裘
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似
,

这里
,

对最短时间间题Φ
,
二 % Ζ

对一般问题∴
,
一欲

,

,盖是 ‘/ ! 7 的估计值
。

,袅二

“Φ
/! 7

。

五
、

) ς0 问题的求解

原则上
,

可采用任何一个) ς 0算法迭代求解问题式 / ⊥ 7
,

但序列二次规 划算 法
〔幻

看米最合适
。

一方面
,

许多比较研究表明
〔的

,

该算法是 目前最有效的 ) ς 尸算法 之一
,

而

且该算法对数值微分不敏感
〔助 /用数值微分逼近式 /⊥Α7 的梯度一般是无法避免的夕

。

另

一方面
,

由于序列二次规划算法中下降方向是一个二次规划子问题的解
,

而问题式 / ⊥ 7

的二次规划子问题的维数可以大大减小
,

这就使得该子问题的求解变得容易
。

本文不打

算对序列二次规划算法进行详细地讨论
。

六
、

数值计算实例

我们用本文给出的算法计算了两个最佳飞行轨迹
。

第一个例引 自文献〔Κ 〕
,

研究某

气垫船模型的最短时间飞行问题
。

第二个例是一实际问题
,

引 自文献〔∀ 〕
,

研究某阿波

罗型飞船的举力再入最让轨迹
。

文献〔Κ 〕和义献〔∀ 〕分别 用配置赫密特法 Φ∃ 。工6.≅ 2≅ >

一

梦∗

。

门习
帐

⎯丫夕一
 

!∀#
∃

%&

匕
。

∋(

) % ∗ + 计 , % − . / 0 1 和多重打靶法给出了 这 两 个例

的计算结果
,

而这两种算法都是为求解
‘

∗2 3 ∋ 2 设

计的
。

例 4 气热船最短时间飞行轨迹

5 ! 1 问题描述 某低速运动若的气垫 船 受一

推力 厂控制
,

共幅位
4

咬只能取尸
,
或零

,

推力角
以 是

连续可控的
。

气垫船的质量 二在一定范围内可调整
。

设摩擦阻力 6 二 7 ‘理想情况 1
,

该气垫船的运动轨

迹可由以下一组常微分方程描述 贬参 考 坐 标 系见

图 ! 1

交5 才1 8 。二

5 才1

夕 5 − 1 9 。,

5 ∗ 1

”二‘,
卜斋

:/ / ; 。, 1

图 ! 气垫船轨迹坐标系

5 < 1

公,

5 ,
卜斋&=>

; 。, 1

求出控制律 ; ‘考 1
,

它以最短时间了
,

将气垫船由初始状 态 二 ‘/ 1 9 夕‘/ 1 9 。,
‘/ 、二

? ,

火 5 。 1 一 ≅ 导引到终端状态
“

5了
’

1 二 Α 5少 1 8 。,

‘Β 1 一 ≅
,

人 5 Β 1 ‘ /
。

5 Χ 1 问题求解 。定 取 参数
一

斋
一 Δ

约束分别为
Ε
心。

, / , ? ,
一 ! ? 1 ,

《 5 “
,

并取状态
、

控制
、

时间参数变景的上
、

下界

夕 ,

飞
,
丐1 了《 5Δ?

,
Δ。

,
Χ价

; 减
二 ,

7 簇犷戒环
。

初始估计 5节点数取为 ! ?1 为
Ε

控制“
’

5 才1 一 7

! ? 1‘,
一 江

戈

时间参数了
’

二

Χ ,

节点上的状态为初始状态和终端状态之间的线性插位
。

用本文算法计算
,

经Χ Χ步迭

代
,

可得到解如图 Χ
、

图 Δ 所示
,

最短 ∀付问 犷、
。

8 Χ
 

Φ Γ Φ 。

若其它条件不变
,

取尹 9 ≅
,
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图 Η 气垫船最佳控制 图 Λ 气垫船最佳轨迹 图 Π 再入轨迹坐标系

经 ΗΗ 步迭代
,

解的精度也很好
,

此时% 。Ζ 。

Ε Η [ Η  
。

例 Η 飞船举力再入最佳轨迹

/! 7 问题描述 某阿波罗飞船通过大气层的运动轨迹满足下列一组常微分方程/参

考坐标系见图 Π 7

, α /七7
? ϑ

Η 9 岛/
=
7一

 ,61 _

一 , α /邑7
”

Η 9

口 ,加 丫

∋

∃
Ο

/
“
7Υ

/! Υ 邑7
Η

Β Χ. Λ 4  ∃( , _

尺/! Υ 七7一
。
/6 Υ 邑7

‘ /Ω 7

其中
,

状态变量
” 、

_

变量
,

允许变化范围是Ρ

、

息分别为速度
·

航迹”和标称高度
/专7

Ζ
减速。

·
是控制

“
Ρ《
令

。

大气密度函数 α / Ο 7一0Μ≅
一

畔 , 阻 力 系 数 岛/= 卜

∃ , 一 ∃ .Χ. 。 “ Ζ
升力系数 ∃

Ζ

/
“
7Τ ∃

Λ

Ω61
“ 。

有关参数值略
。

求出最佳控制

使 飞船 从 初始 状 态
、
/. 7 Ε Μ ! Η/ β χ . Ω

9 ]
Ω
7

, _ / Μ 7一
∀

,

‘
’

命
,

=
/ 2 7

,

邑/ Μ 7Ε

它可

Π

∋

β /人/. 7Ε ! Η Η β :.⊥
9 7

,

同时要使对流加热量最小

达到终端状态
、
/% 7一 。 Η Κ , , /% 7一 。

,

邑/% 7一

琴八

9 61 , 一

丁百
, 。一 , ]

下币刃“

终端时间 % 是 自由的
。

/Η 7 问题求解 用本文算法求解此 问题
,

引入增广状态变量 月/才7 及微分方程

自/ , 7二 ! Μ 、“杯可 色7 Ο /. 7Ε .

取上
、

下界约束为一
二
] Η / “ 《 二 ] Η , Η Μ Μ/ % / [ Μ Μ

,

/Μ !
,
一 Μ Η ,

.
, . 7

了

/ /
Β ,

丫
,

七
, 月7

丁
成 /Μ [

, Μ Η
,

Μ Μ Λ ,
Μ Μ [ 7

% Ζ 初始估计 /节点数取为 !Μ 7 为= 。/才7Ε .
,

%Μ 二 ΗΛ Μ , 月。/% 7Ε Μ Μ!
,

节点上的状态变见值取为初始状态和终端状态 之间的线性插

值
。

经 ΗΜ 步迭代
,

可得到最佳轨迹如图 [ Τ 图 Κ 所示
,

图中Ι表示匹配条件满足的精度

范围
。

为了能看出收敛过程
,

图 ∀ 给出了最佳拉制以及中间迭代结果
。

性 能 指 标 Ν 二
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Η Π  ⊥ Κ 火 ! Μ
一 么,

终端时间 少一 ΗΗ ⊥ Λ [ 。 考虑到刚开始的控制对性能指 标及匹配条件影响

甚微
,

在
, 任〔Μ , .

,

灼段上可采用常值修正控制
“
/
‘

7“ ! [
。

此时性能指标变为 Ν “

Η [ Λ 义 ! Μ
一 Η 。

Μ Λ[

Μ Λ Λ

Μ Λ !

Μ Η  

Μ ΗΚ

。父!⊥
一

‘趁
。,

萄 , 
、 主。

一 ,

Μ Μ Η

一 Μ Μ Η

一 Μ Μ ⊥

一 Μ !Μ

一 Μ
。

! Π

[ ! β !Μ
一
“《 Χ 仍《∀ ! 又 !Μ

一 ,

Μ Η Μ Π Μ ⊥ Μ ∀ ! Μ δ Η Μ Π Μ 乌 Μ Λ 工 勺 了

图 [ 最佳飞行速度 图 ⊥ 最佳航迹角

端中朴八
通

一
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一

—一 产 月

, 之
、

Σ
Σ

厂
Σ

工

Σ
Σ

ς
,

Σ
Σ 工

Σ

一Μ ⊥ Μ ∀ ! Μ %
! 止

Σ

一
丈一

一∗ 七 /, ∀ !
‘

/奋 Φ

飞山

图 Κ 最班ς
一

飞行高度 /标称7 图 ∀ 最佳控制及中−Φ:: 迭代结果

数值计算实验丧明
,

最佳轨迹间题中上
、

下界约束值一般对本文算法的收敛性影响

不大
。

这些优选取的依据是对应变虽或参数的可能变化范围
,

若对此知识甚少
,

可选取

较宽的界 位
。

从以上两例可看出
,

状态变址和控制变 狱的初值选取是 容 易的
、

直观的
。

数值实验表明算法仅对例 Η 时间参数 % 初值的选取比较敏感
。

七
、

结 束 语

本文研究了一种简化的直接多重打靶算法及其在计算最佳飞行轨迹中的应用
。

算例

计算表明
,

该算法收敛性好
,

解的精度也较高
,

对初始估计无苛刻要求
。

如果与文献〔Κ
、

∀ 〕的算法进行比较
,

可大致得出如下结论
Ο

相对配牲赫 密特法
,

本文炸法的精度与其相当或稍高
,

但计算
一

歇较大 , 相对多重打靶法
,

本文算法的精度低

些
,

但己满足一般工程要求
。

本文算法是一种直接法
Ο

其最大优点在于算 法的通 用性
,

使用方便性
,

避免将问题化为 % 0< Β 0 时必须进行的解析分析
,

算法初位的选取相对也

容易得多
。

这是通常垫于求解 % 0< Β 0 的算法所不能比拟的
。

还应该指出
。

稍加修改后
,

本文给出的算法将可以处理更复杂些的边界约束
,

如
3。/二 / . 77Ε . 和 /或7

3 Ο Φ 二 〔% 77 Τ Μ

从算法原理上看
,

进一步将本文算法推广到能处理更一般的约束
3 /二 /了7

, 材‘才7
, 才少7 δ
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Ο

一类最佳飞行轨迹的计算 # ϑ弓

应该没有任何方法上的困难
。

而这类约束在载人飞行器的最佳轨迹问题中会经常遇到
。
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