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O�D需求估计的双层规划模型
及基于灵敏度分析的求解算法
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摘� 要:本文在考虑三种交通模式(一般机动车,公交车, 自行车)的基础上, 建立了一般拥挤网络多模式

O�D需求估计问题的双层规划模型,给出了一个基于灵敏度分析的启发式求解算法, 并进行了数值试

验。试验结果表明,本文所给的模型和算法不仅能较好地给出 O�D需求的估计值, 而且同时还给出了各

模式路段流量的估计值。
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1 � 引言

O�D需求估计问题一直是国内外城市交通研究的热点之一。因为在交通网络中对全部路段上
的交通量进行观测需要花费巨大的人力和财力,所以利用部分路段上流量的观测值及其它前期数

据来估计交通网络中的 O�D需求量,是一个极具研究价值的课题。

由于双层规划可以将一个复杂的问题分成两个相互作用相互影响的层面来考虑,从而能够对

问题进行更加全面的描述, 所以, 近来双层规划也被用于 O�D 需求估计的研究, 取得了很多成

果
[ 1- 5]

。这一思想的引进对 O�D需求估计的研究起到了巨大的推动作用。
但在目前已有的 O�D需求估计的研究中,都没有考虑到城市混合交通中存在多种交通模式的

问题。本文针对我国城市交通的实际情况,综合考虑了三种基本的交通模式, 即一般机动车、公交

车和自行车,建立了一般拥挤网络多模式 O�D需求估计问题的双层规划模型,给出了基于灵敏度

分析的启发式求解算法。并在模拟的小型交通网络上进行了初步的数值试验, 说明本文所给模型

和算法是行之有效的。试验结果不仅给出了 O�D需求的估计值, 同时还给出了各模式路段流量的

估计值。此外, 对一些相关问题也进行了讨论。

本文中将要用到的符号和记号如下:

n � � � 表示交通模式。n= 1表示一般机动车, n = 2表示公交车(含地铁) , n= 3表示自行车。

在本文下面的内容中,如不加特别说明,一律有下标 n= 1, 2, 3。

A 和a � � � A 为交通网络中全体路段的集合。a 表示一个路段。a � A 。
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A � � � 由网络中部分路段组成的集合。A � A。

W 和w � � � W 为全体 O�D对的集合。w 表示一个 O�D对。w � W。

K w 和K w � � � K w 为 O�D对 w � W 间所有路径组成的集合。kw 为 O�D对 w � W 间的一条

路径。kw � K w。

fn = [ �, f k
w

n , �]
T � � � 第 n 种交通模式的路径流量列向量。其中 f k

w
n为第 n 种交通模式在

O�D对 w 间路径 kw � K w 上的流量。

Q= [ �, qw , �]
T � � � 已知的目标 O�D需求向量; qw 为 O�D对 w � W 间需求的目标值。

Q= [ �, qw , �]
T � � � O�D需求向量的估计值; qw 为 O�D对 w � W 间交通需求量的估计值。

Qn = [ �, qw n, �]
T � � � 第 n 种交通模式的 O�D需求向量的估计值; qwn为 O�D对 w � W 间

第n 种交通模式的交通需求量的估计值。应该有 �
3

n= 1
Qn = Q。

Vn = [ �, v na , �]
T � � � 第 n 种交通模式的路段流量估计值向量; vna是路段a � A 上第 n 种

交通模式的路段流量估计值。

VnA � � � VnA是 Vn 中对应A � A 的向量。

VnA = [ �, v na , �]
T � � � 第 n 种交通模式的路段流量观测值向量, A � A ; v na是路段a � A 上

第n 种交通模式的路段流量观测值。

Tn( Vn ) = [ �, t na( v na ) , �]
T � � � 第 n 种交通模式的路段行驶阻抗列向量; t an ( vna)为路段 a

� A 上第 n 种交通模式的行驶阻抗。

�QVn � � � Vn 对 Q的一阶偏导数矩阵。

�QVnA � � � 是 �QVn 中对应A � A 的矩阵。

�n 和 �n � � � 第 n 种模式的路段/路径之间和 O�D对/路径之间的关联矩阵。

2 � 双层规划简介

双层规划问题定义为

� � ( U) � min
x
� F ( x, y( x) )

s� t� G( x, y( x) ) � 0

� � 这里, y( x)是下面问题的解

� � ( L ) min
y

f ( x, y)

s� t� g( x, y) � 0

可以看出, 双层规划问题由两个子问题( U)和( L )构成, 其中( U)称为上层规划, ( L )称为下

层规划。F 是上层规划的目标函数, f 是下层规划的目标函数。上层决策变量 y是下层决策变量 x

的函数,即 y= y( x)。上层决策者通过 x的值来影响下层决策的可行约束集, 下层决策者通过 y( x)

来影响上层决策。上层规划和下层规划相互影响相互制约。

3 � 拥挤网络多模式 O�D需求估计问题的双层规划模型

广义最小二乘思想( GLS)在众多文献中被频繁使用。其思想是使估计值和观测值之间的误差

的加权平方和达到最小。应用在城市混合交通的三种交通模式的情形,我们有
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min
Q
� ( Q- Q)

T
U

- 1
( Q- Q) + �

3

n = 1
( VnA - VnA )

T
H

- 1
n ( VnA - VnA )

这里, U和H 1, H 2, H 3 是权系数矩阵, 可被解释为协方差矩阵。本文算例中均取为单位矩阵。

将 GLS作为上层问题,将文献[ 6]提出的城市混合交通均衡配流的等价极小值数学规划模型

作为下层问题, 我们可以得到以下的双层规划模型( BM )。

BM: � � min
Q
� ( Q- Q)

T
U

- 1
( Q- Q) + �

3

n = 1
( VnA - VnA )

T
H

- 1
n ( VnA - VnA )

这里 Vn= { �, v na, �}
T

, a � A 是下列问题的解

m in
V

n
, Q

n

� �
3

n= 1
�
a
�

v
na

0
t na ( x ) dx +

1
�

( �
w

qwn ln qwn - qwn ) - �
w

�nqwn

s� t� � �n f n- Qn ( �) = 0,

�
3

n= 1
Qn ( �) - Q= 0,

�n fn = Vn ,

f n�0, � � � � � n= 1, 2, 3�

下层问题的模式分离形式为 qwn = qw
e

- �( �
w n

- �
n
)

�
3

m= 1
e

- �( �
w m

- �
m

)
�w � W , �为校正参数, �n 代表第 n 种

模式的吸引测度[ 6]
, �wn为 O�D对 w � W 间第n 种交通方式的最小阻抗路径上的阻抗值。记 �=

[ �, �w n, �]
T

,令 P n( �)为行数和列数均为 O�D对总数的对角矩阵, 对角线上第 w 个元素取为

e
- �( �

w n
- �

n
)

�
3

m= 1
e

- �( �
w m

- �
m

)
,我们可得到模式分离函数的矩阵形式 Qn ( �) = Pn( �) Q。

4 � 下层规划均衡配流模型的灵敏度分析

我们考虑在路段阻抗函数和 O�D需求中存在混合参数向量�, 下层问题成为

� � min
V

n
, Q

n

F ( Vn , Qn( �, �) ) = �
3

n= 1
{ �

a�
v

an

0
tan( x , �) dx +

� � +
1
�

( �
w

qwn ( �, �) lnqwn ( �, �) - qw n( �, �) ) - �
w

�nqw n( �, �) } ( 1�1)

s� t� � �n fn - Qn ( �, �) = 0 ( 1�2)

�
3

n = 1
Qn( �, �) - Q( �) = 0 ( 1�3)

�nf n= Vn ( 1�4)

fn �0, � � � � � n = 1, 2, 3 ( 1�5)

问题( 1)的 Lag range函数为

� � L ( Vn , Qn, �n , �n , �, �) = F- �
3

n= 1
�Tn f n- �

3

n= 1
�Tn ( �n fn - Qn ) - �( �

3

n= 1
Qn - Q)。

假定 t an ( v an , �)一次连续可微,我们有

� � � � � f
n
F = �Tn Tn , � f

n
( �f

n
F ) = �T

n ( �V
n
Tn ) �n。 ( 2)

于是 � � � f
n
L = �Tn Tn - �n - �Tn�n。 ( 3)

设 f
�
n �0是 �= 0时均衡条件下路径流量集合的一个非退化的极点[ 2]。对于问题( 1) , 利用
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( 3)式,在 �= 0处, K- T 必要条件成为

� � � � �Tn Tn ( V
�
n , 0) - �n - �Tn�n = 0, ( 4�1)

�Tn f
�
n = 0, ( 4�2)

�n f
�
n - Qn ( �, 0) = 0, ( 4�3)

�n�0, � � � � � n= 1, 2, 3 ( 4�4)

我们在 �= 0假定严格互补条件成立。即

� � � � 若 f
�
k

w
n ( 0) = 0, 则 �k

w
n ( 0) > 0; 若 f

�
k

w
n ( 0) > 0,则 �k

w
n ( 0) = 0。

这意味着在 �= 0附近非积极约束集保持不变,且非积极约束对应的 Largrange乘子保持为零。只

考虑非退化极点 f
�
n 的那些正的分量,去掉非积极约束, ( 4)式简化成为

�0T
n Tn( V

�
n , 0) - � 0T

n �n= 0 ( 5�1)

�0
n f

0 �
n - Qn( �, 0) = 0。 � � � � � ( n= 1, 2, 3) ( 5�2)

这里上标� 0�表示简化后的矩阵和向量。

�= 0时, ( 5)式对于( f
0
1, f

0
2, f

0
3, �1, �2, �3)的 Jacobian矩阵为(简记为 J ) :

� � � J=

�0T
1 �V

1
T1 �

0
1 0 0 - �0T

1 0 0

0 �0T
2 �V

2
T2 �

0
2 0 0 - � 0T

2 0

0 0 �0T
3 �V

3
T3 �

0
3 0 0 - �0T

3

� 0
1 0 0 - ��

1
Q1 - � �

2
Q1 - ��

3
Q1

0 �0
2 0 - ��

1
Q2 - � �

2
Q2 - ��

3
Q2

0 0 � 0
3 - ��

1
Q3 - � �

2
Q3 - ��

3
Q3

。

将 J 按虚线分块记为J=
G - M

T

M Z
,并记 J

- 1
=

B 11 B 12

B 21 B 22
,用 I 代表单位矩阵, 则有

� � B 22= [ M G
- 1

M
T + Z]

- 1
, � B 12= G

- 1
M

T
B 22,

B 21= - B22 MG
- 1

, B 11= G
- 1

[ I + M
T
B21]。 ( 6)

利用模式分离函数的矩阵形式,�= 0时, ( 5)式对于�的 Jacobian矩阵可写为

� � J�=

�0T
1 ��T1( V

�
1 , 0)

�0T
2 ��T2( V

�
2 , 0)

�0T
3 ��T3( V

�
3 , 0)

- ��Q1( �, 0)

- ��Q2( �, 0)

- ��Q3( �, 0)

=

�0T
1 ��T1( V

�
1 , 0)

�0T
2 ��T2( V

�
2 , 0)

�0T
3 ��T3( V

�
3 , 0)

- P1( �) ��Q( 0)

- P2( �) ��Q( 0)

- P3( �) ��Q( 0)

。 ( 7)

由文献[ 7] , � � ��[ f
0
1, f

0
2, f

0
3, �1, �2, �3]

T = - J
- 1

J�= -
B 11 B12

B 21 B22

J�。 ( 8)

因此 ��

f
0
1

f
0
2

f
0
3

= - B 11

�0T
1 ��T1( V

�
1 , 0)

�0T
2 ��T2( V

�
2 , 0)

�0T
3 ��T3( V

�
3 , 0)

+ B 12

P 1( �) ��Q( 0)

P 2( �) ��Q( 0)

P 3( �) ��Q( 0)

, ( 9)
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��

�1

�2

�3

= - B 21

�
0T
1 ��T1( V

�
1 , 0)

�0T
2 ��T2( V

�
2 , 0)

�0T
3 ��T3( V

�
3 , 0)

+ B 22

P 1( �) ��Q( 0)

P 2( �) ��Q( 0)

P3( �) ��Q ( 0)

。 ( 10)

于是 ��Vn = �
0
n ��f0n , ( 11)

��Qn = ��Qn ( �, �) + ��Qn( �, �) ��

�1

�2

�3

。 ( 12)

5 � 基于灵敏度分析的求解算法

由于上层问题和下层问题的相互制约,使得双层规划问题求解很困难。尤其是对于大规模的

交通网络优化问题。一般常用基于灵敏度分析的迭代法来求解。

先给定 O�D需求的初始值求解下层规划。假定下层规划达到最优时,路段流量 Vn 和 O�D需

求Q有近似关系式 Vn �V
( j )
n + �QV

( j )
n ( Q- Q

( j )
) , 其中 �QV

( j )
n 为 Vn 对 Q的一阶偏导数矩阵

�QVn 在 Q
( j )
点处取的值。 �QVn 可以用灵敏度分析方法得到(令 Q= �即可)。将此近似关系式

代入上层规划的目标函数中,则上层规划成为关于 Q的二次规划问题, 可直接进行求解。然后再

用得到的新的 O�D需求估计值,重新求解下层规划问题。如此循环下去,可望收敛到双层规划问

题的近似解。

在本文提出的算法中,下层规划的求解采用文献[ 6]提出的收敛的两阶段算法。下面详细写出

本文提出的求解算法(记为算法 1)。

算法 1  Step 11初始化。令 j : = 1。给出目标 O2D需求 Q和初始 O2D需求 Q
(1)

,以及三种模

式的路段流量的观测值 VnA ;给定参数 C, Un 和权矩阵 U, H n (本文算例中取

为单位矩阵)。

     Step 21 用 Q
( j )
及文献[ 6]提出的收敛的两阶段算法求解下层规划, 得到均衡状态下的

唯一的路段流量 V
( j )
n ( n= 1, 2, 3)。

     Step 31 用灵敏度分析方法求出 Q̈V
( j )
n 。

     Step 41 求解上层规划,易得 Q
( j + 1)

:

     Q
( j + 1) = [ U

- 1+ E
3

n = 1
( ¨QV

( j )
nA )

T
H

- 1
n ¨ QV

( j )
nA ]

- 1
[ U

- 1
Q

        + E
3

n= 1
( ¨QV

( j )
nA )

T
H

- 1
n ( VnA - V

( j )
nA ) + E

3

n= 1
( ¨QV

( j )
nA )

T
H

- 1
n ¨ QV

( j )
nA Q

( j )
]

     Step 51 若满足收敛准则,则停止迭代;否则,令 j : = j + 1,转 Step2。

6  数值试验

本节中, 为了说明本文所提出的算

法的具体应用, 我们对下面的例子进行

了数值计算,并将所得的结果列于表中。

所用城市交通网络与文献[ 3]相同:

O2D对有两个 A y C 和 B y C , 目

标 O2D需求为 Q= [ 9, 9]
T

; U = H n 取
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为单位阵。

路径共有五条: f 1n = { 1, 2} , f 2n = { 1, 3} , f 3n = { 4} , f 4n= { 2} , f 5 n= { 3}。n= 1, 2, 3。

  $n =

1 1 0 0 0

1 0 0 1 0

0 1 0 0 1

0 0 1 0 0

,   +n=
1 1 1 0 0

0 0 0 1 1
。

三种模式的路段阻抗函数 tna分别为

  

t 11= 18+ v
4
11

t 12= 8+ 8 v
4
12

t 13= 23+ 6v
4
13

t 14= 38+ 5v
4
14

,

t 21= 22+ v
4
21

t 22= 12+ 8v
4
22

t 23= 27+ 6v
4
23

t 24= 42+ 5v
4
24

,

t 31= 20+ v
4
31

t 32= 10+ 8v
4
32

t 33= 25+ 6v
4
33

t 34= 40+ 5v
4
34

。

三种模式的路段流量观测值 v na分别为

  v 12= 2, v 13= 215, v 14= 315, v 22= 3, v 23= 315, v 24= 415; v 32= 215, v 33= 3, v 34= 4。

O2D需求初始值为 Q
(1) = [ 9, 9]

T。仿照文献[ 6] ,取定参数为 C= 011, U1= 5, U2= 8, U3= 11。

数值试验结果见表 1。

表 1  三种模式的 O2D需求迭代数据

迭代

次数

O2D需求

估计值

模式 1

路段流量

模式 2

路段流量

模式 3

路段流量

0 91 91 ( 0193, 11 91, 11 98, 2109) ( 01 79, 11 90, 1197, 21 10) ( 01 97, 1193, 21 00, 21 12)

1 101 047 91 670 ( 1114, 21 08, 21 18, 2130) ( 01 89, 21 07, 2117, 21 30) ( 11 09, 2109, 21 19, 21 32)

2 101 350 91 798 ( 1118, 21 12, 21 23, 2135) ( 01 97, 21 12, 2122, 21 35) ( 11 12, 2114, 21 24, 21 37)

3 101 443 91 800 ( 1120, 21 13, 21 24, 2136) ( 11 00, 21 13, 2124, 21 37) ( 11 14, 2115, 21 25, 21 38)

4 101 472 91 801 ( 1120, 21 14, 21 24, 2136) ( 11 00, 21 13, 2124, 21 37) ( 11 15, 21 15, 2126 2139)

5 101 482 91 801 ( 1120, 21 14, 21 24, 2136) ( 11 00, 21 13, 2124, 21 37) ( 11 15, 2115, 21 26, 21 39)

O2D需求估计值取为 ( 10148, 91 80)

三种模式路段流量取为 ( 1120, 21 14, 21 24, 2136) ( 11 00, 21 13, 2124, 21 37) ( 11 15, 2115, 21 26, 21 39)

  下面,我们通过算例来观察初始点的不同取值对算法收敛情况的影响。

将 O2D需求的初始值依次取为 Q
(1)
1 = [ 9, 9] T , Q

(1)
2 = [ 14, 14]

T
, Q

( 1)
3 = [ 4, 4]

T。

所得数值结果见表 2。从表 2可以看出,在不同的 O2D需求的初始值之下, 算法 1的收敛速度

都很快。

表 2  不同初始 O2D需求的迭代数据

迭代次数 Q( 1)
1 Q( 1)

2 Q( 1)
3

0 91 91 141 141 41 41

1 101 0474 91 6698 1113039 101 3431 714919 716883

2 101 3497 91 7977 1016840 91 8968 916721 915155

3 101 4430 91 7953 1015217 91 8202 1012522 917431

4 101 4717 91 8005 1014814 91 8084 1014175 917854

5 101 4818 91 8011 1014846 91 8033 1014649 918011

最优值为  ( 101 48, 91 80)
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7  结论

本文在考虑三种交通模式(一般机动车, 公交车, 自行车)的基础上, 建立了一般拥挤网络多模

式O2D需求估计问题的双层规划模型,给出了一个基于灵敏度分析的启发式求解算法, 并进行了

数值试验。试验结果不仅给出了 O2D需求的估计值, 同时还给出了各模式路段流量的估计值。此

外上层规划问题除了本文中用到的广义最小二乘思想( GLS)外,常用的还有熵函数和极大似然估

计等方法, 应用于多模式情形只需适当加以推广即可,在此不再赘述。需要指出的是,为了使问题

简化, 在文献[ 6]和本文中都假定每种交通模式的路段阻抗值主要受其自身流量的影响, 忽略其它

模式和其它路段上流量的影响。一般而言,在实际中任何一种交通模式的路段阻抗值还应与其它

路段上其它交通模式的流量相关。在这种情况下, 下层规划( L )可以利用变分不等式形式来描

述[ 8~ 11] ,关于这方面的有关结果将另文发表。
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The Bi2level Programming Model and Algorithm based on Sensitivity Analysis

for Estimating Origin2Destination Demands on Mixed Urban Traffic Networks

An Mei, Gao Zi- you, Yang Lu

( School of T raffic and T ransportation, Northern Jiao Tong Univ ersity, Beijing 100044, China)

Abstract: A bi2lev el progr amming model for or igin- destination demands estimation is established on mixed urban traffic

congested network based on three traffic modes ( car , bus, bicycle) . M oreover, a heur istic alg orithm for solv ing this mod2

el is also proposed based on sensitiv ity analysis method. Finally a numeral test is used to illustrate the applications of the bi2

lev el programming model for estimating orig in2destinat ion demands. In the numeral results, estimation values of origin2

destination demands and the link traffic flows can be obtained simultaneously from the model and algor ithms.

Key words: equilibrium assignment, bi2level prog ramming , sensitivity analysis, O2D demands.
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