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摘 要  讨论仿射非线性不确定系统的鲁棒镇定问题。给出了其鲁棒镇定的充分必要条件,

以及一类非线性不确定系统, 其鲁棒镇定界不依赖于其李雅普诺夫函数界的估计而仅依赖于

其系统本身的结构性质与设计者的要求。
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Abstr act T he robust stabilization of nonlinear uncertain systems is discussed1 The necessary and suf2

ficient condition of its robust stabilization is given, and a class of uncertain systems is obtained, in

which the bound of the robust stabilization is independent of the bound of its Liapunov function1 F i2

nally, an example is given1
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  非线性不确定系统的鲁棒镇定设计自 1979年 Gutman[1]首次提出用李雅普诺夫函数

( L- 函数) 最小- 最大方法研究以来, 得到了长足的发展, 吸引了众多学者的注意[1~ 7]。

在匹配条件下, 由于 Gutman [1]的控制方案是不连续的控制律且不便计算, 继而 Corless 和

Leitmann[ 2]于 1981年提出改进方案, 给出连续控制规律实现实际稳定 ( Pract ical stability )

的控制目标。针对匹配条件的严格限制, 出现了各种宽松的广义匹配条件[3~ 6]。而对不满

足匹配条件的不确定系统则是基于将其不确定项分成满足和不满足匹配条件二部分来处

理[4, 7, 8]。然而这种分解是不唯一的, 它取决于设计者的经验。另一方面, 现有的实际鲁

棒镇定的镇定界其估计不仅依赖于对系统 L- 函数界的估计, 而且也十分粗糙。本文将给

出系统鲁棒镇定的充分必要条件以及一类系统其鲁棒界不依赖于其 L- 函数界的估计, 仅

取决于系统本身的结构性质与设计者的要求。结果表明对给定的 L- 函数, 系统的不确定

项不需要进行匹配与不匹配分解。

1  定义和问题的陈述

考虑如下不确定系统

Ûx ( t ) = f ( x , t ) + $ f ( x , R( t ) , t ) + ( g( x, t ) + $g ( x , R( t ) , t ) ) u (1)

  式中: t I I= [0, + ] ) , x I Rn, u I Rm; f : Rn @ I y Rn; g: Rn @ I y Rn @ m表

示确定项; R: I y 8, 8 < Rr为紧集, $ f : Rn @8 @ I y Rn; $g: Rn @8 @ I y Rn @ m表示不

确定项。各函数均假定为其变量的连续函数向量或矩阵 。不妨设 f (0, t ) S 0, D) t I I。
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       式 ( 1) 的形式控制系统为

Ûx ( t ) = f ( x , t ) + g( x , t ) u (2)

  定义 1  函数 C: R+ y R+ = {x I R : x \ 0} 称为是 J 类的, 如果 C ( 0) = 0, C ( s)

关于 s> 0是严格单调增加的。且还满足 lims y ] C ( s) = ] , 则称 C为 J ] 类的。

定义 2  函数 V: Rn @ Iy R+ 称为系统或方程 Ûx = f ( x , t ) 的一个 L - 函数, 如果

它是连续可微的且存在 a , b I J ] , c I J 满足

a ( | x | ) [ V( x , t ) [ b( | x | ) (3)

5 V
5 t

+ 5 V
5 x

f ( x , t ) [ - c( | x | )   D) ( x , t ) I Rn @ I ( 4)

  式中: 5 V
5 x

=
def 5 V

5 x1
,
5 V
5x n

。注意这里 L- 函数的意义是全局的, 局部意义下仅要求

a , b I J。

定义 3
[ 7]

 系统式 ( 1) 称为是实际鲁棒可镇定 (最终有界) 的, 如果存在常数 l > 0

(0< G1< G2) , 连续函数 p ( x, t ) , L- 函数 V ( x, t ) 满足式 (3) 以及 c I J 使得 D)

( t ) I 8, ( x , t ) I Rn @ I , 当| x | > l ( G1 [ | x | [ G2) 时, 成立

5 V
5 t

+
5 V
5 x

[ f + $ f + ( g + $ g ) p ( x, t ) ] [ - c( | x | ) (5)

  假设 (H . 1)  ( f , g ) 是全局一致渐近可镇定的。即存在连续反馈 A ( x , t ) 和

L- 函数 V ( x , t ) 满足式 (3) 及 c I J 成立

5 V
5 t

+
5 V
5 x

( f ( x , t ) + g ( x, t ) A( x , t ) ) [ - c( | x | )   D) ( x , t ) I R
n

@ I (6)

  假设 (H. 2)  对任意满足式 ( 3) 的 L- 函数 V ( x, t ) , 存在常数 k, 0< k< 1,

成立

(
5 V
5 x g( x, t ) ) (

5 V
5 x $ g( x , R( t ) , t ) )

T
[ k

5V
5x g

2

  D) R I 8 , ( x , t ) I R
n

@ I

  问题是在 (H. 1) , (H . 2) 之下 (1) 寻求使式 ( 1) 实际鲁棒镇定 (最终有界) 的条

件; (2) 寻求可实际鲁棒镇定的其鲁棒镇定界不依赖于被选的 L- 函数界估计的系统类。

2  主要结论

对给定的 L- 函数 V, 定义集合 2 = ( x , t ) : XT=
5 V
5 x

g ( x , t ) = 0 < Rn @ I

则有

定理 1   如果 (H . 2) 成立则式 (1) 实际鲁棒可镇定 (最终有界) 的充分必要条

件为存在 L- 函数 V ( x , t ) 满足式 (3) , 常数 l \ 0 (0< G1< G2) , 以及 c I J 使当| x | >

l ( G1 [ | x | [ G2) 时, 成立

ÛV(1) =
5 V
5 t +

5 V
5 x ( f + $ f ) [ - c( | x | )   D) R( t ) I 8, ( x , t ) I E (7)

  注释 1  式 ( 7) 表明对不确定项不需要进行匹配与不匹配分解, 它是系统针对选定的

V所能容纳的最大不匹配部分。现有的广义匹配条件也是针对给定的 L- 函数而言的[ 4]。

定理中虽然未用到 (H . 1) , 但在寻求系统 L- 函数时 (H . 1) 将提供寻求原则。
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  注释 2  如果反馈 u = p ( x , t ) 使 ÛV [ - C ( | x | ) + U ( | x | ) , U ( | x | ) \ 0, 式

(1) 为实际鲁棒可镇定的[2, 3] , 只要lim| x | y ] C ( | x | ) / U ( | x | ) = m > 1 ( m 可为无穷

大) , 可见它满足式 (4)。文献 [4] 中提出的广义匹配条件以及其匹配与不匹配分解要求

显然是定理 1 的特殊情形。

为证明定理, 需要下列引理

引理 1  设 r : R
+

y R
+
连续且 r (0) = 0 则存在 CI J 使 r ( s) [ C ( s) , D) s I

R+。

证明: 令 �r ( s) = max0 [ t [ sr ( t ) , 则 �r ( s) 为单调非减连续函数且 �r (0) = 0, 于

是取 C ( s) = �r ( s) + s即可。事实上, D) p > 0, C ( s) = �r + s
p
都满足要求。

定理 1的证明:

/必要性0 假定连续反馈 u = p ( x , t ) , 常数 l \ 0以及 L- 函数 V ( x , t ) 满足式

(3) 使当| x | > l 时, 成立

ÛV(1) =
5 V
5 t

+
5 V
5 x

( f + $f + ( g + $ g) p ( x , t ) ) [ - c( | x | )   D) R( t ) I 8, t I I

则特别地, $g = 0时上式也成立, 即式 (7) 成立。

/充分性0 设存在 L- 函数 V ( x, t ) 使式 (7) 成立, 则当| x | > l 时

ÛV( 1) [ - c( | x | ) + �Q( X, x , R( t ) , t ) + X
T

u +
5 V
5 x

$ gu (8)

  式中: X
T
=
5 V
5 x g , �Q (0, x , R ( t ) , t ) S 0, D) ( x , t , R ( t ) ) I R

n
@ I @8 。令

U ( | X| , x , t ) = supRI 8 | �Q ( X, x , R ( t ) , t ) | , 由 8 的紧性知 U存在, 且 U ( 0, x , t )

S 0, D) ( x , t ) I Rn @I 。根据引理1知存在 Q ( #, x, t ) I J 使U ( | X| , x , t ) [ Q

( | X| , x, t ) , 且 Q (0, x , t ) S 0 , D) ( x , t ) I R
n

@ I。设控制律形式取为 u= - K

( x, t ) X, K\ 0 为待选函数, 则由 (H. 2) 知 ÛV(1) [ - c ( | x | ) + Q ( | X| , x , t ) -

(1- k) K ( x , t ) | X| 2。因为 Q ( #, x , t ) I J , 故 D) E> 0 存在函数 KE ( x , t ) 使 Q

( KE ( x, t ) , x , t ) S E。显然 KE ( x , t ) S 0Z E= 0。如果取 K为

K( x , t ) =
Q( | X | , x , t ) / ( ( 1- k) | X | 2)   当 Q> E

Q( | X | , x , t ) / ( ( 1- k) K 2
E)   当 Q [ E

(9)

则有

ÛV(1) [
- c( | x | )    当 Q> E

- c( | x | ) + E  当 Q [ E

类似于文献 [ 4] 的讨论即得式 ( 1) 是实际鲁棒可镇定的。其鲁棒界 �d [ max { l , a - 1

( b ( c- 1 ( E) ) ) }。其中 a , b I J ] 是使式 (3) 成立的 a , b , 上标 / - 10 表示其反函数。

(由 a , b, c 的性质知存在E> 0 , 使 �d [ G1, 故当 G1 [ | x | [ G2式 (9) 成立时, 控制律式
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(10) 同样实现了最终有界性)。证毕。

从定理的证明可以看到鲁棒镇定界 �d 不仅与 l (系统本身结构影响) 有关, 而且取决

于不同的 a , b的选取即系统 L- 函数界的估计。为达到改进的目的, 假定式 ( 8) 中的�Q

满足

假设 (H . 3)  存在非负连续函数 Q1 ( x , t ) 和实数 r > 0使

| �Q( X, x , R( t ) , t ) | [ | X| rQ1( x, t )   D) R( t ) I 8.

  定理 2  如果 (H. 1) ~ (H. 3) 成立则式 ( 1) 是实际鲁棒镇定的且鲁棒镇定界为

�d = max {l , E}。其中 E> 0为设计者的要求, l 为系统结构影响由式 (7) 确定。

证明: 根据定理 1 可直接从式 ( 8) 出发。由 H . 3 知, 当| x | > l , 控制取 u = - K

( x, t ) X时

ÛV( 1) [ - c( | x | ) + | X | rQ1( x, t ) - �kK( x , t ) | X| 2

这里 �k= 1- k> 0。将 ( x, t ) 固定且 x X0, X视为独立变量。令

F ( s) = �kK( x , t ) s2 - Q1( x , t ) sr + c( | x | )

若 r \ 2则只要取 �kK ( x , t ) \ Q1 ( x , t ) s
r- 2
便有当| x | > l 时, ÛV( 1) [ - c ( | x | )。

设 0< r < 2, 由 Fc ( s) = 2�kKs - rQ1 s
r- 1
得其唯一驻点 s

*
= [ rp 1/ 2�kK]

1/ 2- r
]。当 s

* r
[

c ( | x | ) / ( 2
2- r

Q1) 时 F ( s* ) \ 0, 从而 F ( s) \ F ( s* ) \ 0。故当 K\ NQ2/ r
1 /

c
( 2- r) / r

( | x | ) , N = [ 2/ ( 2- r ) ]
(2- r) / r

( r / 2�k) 时, 有 F ( s) \ 0。由此分析得, 如

果取 K为

K( x, t ) =
bQ2/ r

1 ( x , t ) / c(2- r ) / r( | x | )   当 Q> E

bQ2/ r
1 ( x , t ) / c(2- r ) / r( E)    当 Q [ E

  式中: b> N 为任意正数, 则当| x | > �d = max { l , E} 时 ÛV(1) [ - �c ( | x | ) , �c I J ;

当 l< | x | [ E时 ÛV(1) [ - c ( | x | ) + c ( E)。可见其鲁棒镇定界为 �d = max { l , E}, 这里

E显然由设计者确定。证毕。

注释 3  显然, 如果定理中的 l = 0且 lim| x | y 0Q
2/ r
1 ( x , t ) / c( 2- r) / r ( | x | ) < ] 则

式 (1) 是全局鲁棒可镇定的。如文献 [8] 中所考虑的情形 c ( s) = cs2, Q1 ( x , t ) = |

x | �Q1 ( x , t ) , r= 1。

举例  考虑如下二维系统

Ûx = - x
3
+ [ b | x |

r
+ y ] R( t ) + h( x ) yR( t ) u

Ûy = x + (1 + R( t ) ) u
( 10)

  式中: b I R, h ( x ) =
a sinx / x   x X0

1      x= 0
, a I R, | a | < 1。| R ( t ) | [ 1/ 2, t I

I ,

x , y I R, 0< r [ 3。式 ( 10) 的形式系统为

110 航  空  学  报 第 17 卷



Ûx = - x3

Ûy = x + u
( 11)

显然 u = - x - y 镇定 (11) 式。令 u = - x- y+ v, v 为新的输入。取 V=
1
2 ( x

2
+ y

2
)

则按定理 2镇定律可取为:

v = p( x , y) y, p ( x , y) =
ba

2
( | x | + | y | )

2
/ ( TX

4
+ y

2
)     当 x

2
+ y

2
> E

2

ba
2
( | x | + | y | )

2
/ ( TX

4
+ y

2
) | x

2
+ y

2
= E

2  当 x
2

+ y
2

[ E

  按定理 1镇定律可取为

v = p( x, y ) y, p ( x , y) = -
| a | ( | x | + | y | ) / | y |     当 | a | | y | ( | x | + | y | ) > E

| a |
3

| y |
2
( | x | + | y | )

3
/ E

2
 当 | a | | y | ( | x | + | y | ) [ E

这里 b> 1/ k, k= 1
2

(1+ | a | ) < 1, T= 1- | b| / 2lr - 3, 当 r< 3; T= 1- 1
2
| b | ,

当 r= 3。

3  结束语

本文给出的控制设计方案困难之处在于系统的 L- 函数的选取, 即形式控制系统全局

镇定的困难所在。对所选的 V而言, 定理其限制条件是较宽松的, 条件式 ( 7) 给出了系

统不满足匹配条件部分的 /最佳0 估计。此外定理 2 给出的一类非线性不确定系统其鲁棒

镇定界简单明了, 它仅与系统本身结构及设计者的要求有关。
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