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厚壁及叠层结构振动分析的一种半解析解
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摘 要 讨论了弹性力学的正则方程及其相应的变分原理
,

和有限元法相结合构造了哈密顿单

元
,

给出一种半解析解
,

最后给出两个关于厚壁及叠层结构的数值算例
。
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分析厚壁叠层结构问题的数值方法通常有数值法【’
,

2 ]和解析法[3, 4}
。

数值法用的是二

维近似理论
,

理论本身有一定的缺欠
,

如不能计及所有弹性常数等
。

解析法用的是

三维弹性理论
,

但只适用于简单情

况
。

为了避两者之短而扬其之长
,

从三维弹性理论出发
,

在哈密顿体

系中给出一种半解析解
。

文献阎对

结构进行了静态分析
,

这里分析振

动问题
。

1 基本方程

首先以如 图 1 所示弹性平面应

力问题为例
,

假设每层是各向同性

的
,

但各层的杨氏模量 E i 、

泊松 比

从
、

质量密度 p ,
可以是不 同的

。

下

面推导第 i 层的有关公式
,

为了简

便略去下标 i
。

从弹性力学的基本

方程可以推导出
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图 1 津性平面问题
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方程 (l) 中 。是结构的固有频率
。

方程 ( l) 是一种弹性力学状态方程
。

如果将它与经典动力学 中哈密顿正则方程相 比

较
,

可 以称之为弹性力学的正则方程
。

因为可以构造一个所谓的哈密顿函数密度

l 「2 ( l + u 、 : l 一 u , 2
.
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把方程 (l) 表达成一种正则方程的形式
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其中
_ T _ ~ T

a = !“ V I , D = ! T a l

在经典动力学中哈密顿正则方程可以由修正 的哈密顿原理161 得到
。

正则方程相对应的变分原理可以表达成如下形式

占fl = o

其中

这里与弹性力学的
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2 半解析解及算例

基于变分原理式 (5) 进行部分离散化
,

(8 )

即仅在 x 坐标方向进行有限元离散
。

在哈密顿
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体系中变量
u 、 v 、 T xy

、

丐 都是完全独立的
,

可 以采用相同的形函数进行插值
,

称这样的

单元为哈密顿单元
。

经过推导可以得到弹性平面应力问题在哈密顿形式体系下的有限元公式
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一

「状加
·
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(9 )

其中列向量 尸
、

Q分别由节点变量 p , 、

q ‘组成
,

矩阵 C 凡
、

F 的具体表达形式从略
。

c , 一 c
,

、认
一 、 1 1 ,

、二
一 K , 2 ,
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一 K 2 2

方程 (9 )的求解实际上是一个两点边值问题的求解
,

它的解为

(10 )
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式( 11 )给出了叠层结构中第 i 层解的表达式
,

如果计及多层
,

需要用传递矩阵法
。

下面先讨论一个单层深梁的自由振动问题
。

边界条件为(图 l)
。

u 二 v = 0
,

当x = o
、

l时 ( 12 )

有关参数为 百一 Zoo
.

o G P a
、

拜一 0
.

30
、

p 一 7
.

5 x 1 0 , k g / m , 、

人= o
.

s o m
,

全长划分为 s 个线

性单元
。

在 夕二 o
、

h 时边界上有且仅有一半力学量是已知的
,

分别设为 B ; 、 Tl 妙= O
、

h 时已

知)
、

几
、

几伽二 0
、

h 时未知)
。

由于边界条件式 (12 )是齐次的
,

根据式( 11) 有如下关系式
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对于 自由振动上式右端项必定为零值
,

为了使 B :
有非零解

,

只有

}M
. 2

}一 o (15)

由式 (15) 求得深梁的固有频率
。

计算结果如表 1
。

表中本文理论的解都小于文献【l] 理

论 (即厚壁结构理论 )的解
,

并且差值百分比随着厚跨比的增大而增大
,

这正反映了厚壁因

表 1 不同厚跨比梁的固有频率‘H z )

厚厚跨比(h / 乃乃 理论的解 ll]]] 本文理论的解解 差值百分比
’ / %%%

000
一

0 555 5 1 2刃9 777 50 6
.

9 4 666 1
.

0 111

000
.

1000 1
.

5 9 2 7 0 x 10 333 1
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7 74 5 2 x 10 333 6
.

2444

000
.

1 555 3
.

引 2 9 1 x 一0 333 3
.

4 30 2 2 x 10 」」 1 2
.
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000
.

2 000 6 3 0 9 0 0 x 10 333 5 2 3 6 6 3 x 10 333 17
.

0 000
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.
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.

1 5 3 5 4 x 10 333 19
.

1555

000
.

3 000 11
.

5 5 9 0 x 10 〕〕 s 名0 2 一5 x 10 333 2 3
.
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000
.

3 555 14 2 5 2 6 x 一0 333 一。乃32 一x 一0 333 2 9
.

6 111

*
差值百分比 = (文献【l] 解一本文解) / 文献【l] 解 、 100 %
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素的影响
.

计人厚壁因素
,

结构固有频率下降
,

主要是由于计人剪切变形
、

挤压变形使刚

度降低 ; 计人转动惯量增加广义质量造成的
.

厚壁结构理论是引人了一定假设
,

随着厚跨

比的增大
,

逐渐暴露出理论本身的缺陷
。

本文用 的是无任何假设的三维弹性理论
。

计算结

果正反映了本文理论方法的正确性
。

3 复合材料. 层厚板的计算

假设叠层板每层的本构关系是正交各向异性的
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得到弹性空间问题的正则方程
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和正则方程( 18) 对应的变分原理为
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基于变分原理式 (20 )进行数值计算
,

考虑图 2 所示三层板
,

四边简支
,

第一层和
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第三层材料相同
,

每层均有如下弹性常数 :

C 1 2 / C 一l = 0
.

23 3 19
,

C 1 3 / C -

一 0
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0 10 77
,
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.
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,
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,

C S。/ C 1 1 = 0
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,
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.

262 93
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J-L 何参数 a = b
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,
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.

1
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异

。

采用部分离散化
,

在 x
一 平面 内将板划分

为 4 x 4 个矩形单元
,

计算结果列于表 么

同时与文献 [3
,

41 的解析解进行比较
.
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图 2 三层板

表 2 不同物理参数比三层板的频率参数 Q

ppp l / p ZZZ

拼? / 诩诩 本文解解 文献13 ]解解 文献14 }解解

lllll lll 0
.

0 4 7 0 3 666 0乃4 7 4 1999 0
.

0 4 7 5 1 1 333

lllll 222 0
.

0 56 4 8 222 0
.

0 5 7 0 4 111 0 刀5 7 0 5 2 2 111

lllll 555 0
.

0 7 6 9 5 111 0刃7 7 14 888 0
.

0 7 7 14 3 9 111

lllll l 000 0
.

0 9 7 8 5 999 0
.

0 9 8 10 444 0 刀9 8 10 4 1555

lllll l 555 0
.

1 1 1 7 5 222 0
.

1 12 0 3 444 0
.

1 12 0 3 2 2 888

33333 l 555 0
.

0 9 4 2 9 111 0刀9 4 54 888 0
.

0 9 4 52 777

4 结束语

在哈密顿体系中讨论了厚壁及叠层结构的力学问题
,

结合有限元法
,

给出一种半解析

数值方法
。

在讨论过程中关于位移和应力在厚度方向没有引人假设
,

也没有对结构厚度
、

叠层结

构层数
、

边界条件
、

板的几何形状等加以限制
,

数值算例表明计算速度又高
,

所以本文的

方法克服了数值解及解析解的缺点
,

而保留了两者的优点
,

是求解厚壁及叠层结构问题的

一种有效的方法
。
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