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摘 要

关键词

本文在前人工作基础上
,

提出了一类新的宏观经济系统的数学模型
,

讨论

了相应此模型的生产系统不失去平衡的一些充分条件和必要条件 � 给出了

相应的最大最小原则和广义正特征矢量法
,

所有这些结果是华氏计划经济

大范围最优化的数学理论的进一步发展和完善
。

直接消耗系数阵 非负不可约的方阵 最大特征根 特征向盈

�
�

引
哈

� � � � �
门� 叫� 口

仁二

华罗庚先生提出了一类宏观经济数学模型及解决此模型的方法 �参见文献 【�」�
,

文

【�〕曾在取消直接消耗系数阵 � 是可逆的文 【�� 的这一假定后展开了讨论
,

特别针对文

【�〕提出的有消费 �即拿出当年产出高于投入的增量的
。 �� � 。

成 �� 倍作为最终消费� 的

经济模型推广报华老文 【�� 的基本定量和最大最小原则
,

文 〔�� 把文 〔幻 的某些结果

做了进一步改进
。

本文将提出一类与前人完全不同的宏观经济数学模型
,

其核心是在生

产增长的情况下
,

拿出产出高于投入的增量的
。 �� 镇。

夏�� 倍作为下一年的投入
,

而剩

下作为当年的最终消费
。

围绕此模型展开若干理论及经济解释方面的探讨
,

所得的结果

类似于文 〔�� � � �」的基本定量
、

最大最小原则和正特向量法
,

这些结果推广和发展

了文 � � � � 〔�〕
。

注
�

本文所用 向量及消耗系数阵与文 【�� 所采用的一致
,

与文 〔��
、

【幻 所用的互

为转置
,

因而在引用文 〔�� 和 〔幻 的结果时
,

都作了形式上的修改
。

�� 基本模型与引理

设国民经济系统划分为
�
个产品部门

, �
阶非负实方阵� 为系统的直接消耗系数阵

。

据 【�〕等效性定理
,

在下面给出的模型中
,

� 可以是实物形态的
,

也可以是价值形态的
�

以下通篇使用下列记号
�

�” �� , �
,

�
,

… �
,

� � 丈�
,

�
,

…
,

� �
,

� � ��
,

�
,

…
, � �

尹�� 表示系统的初始投入

� �’� 和 扩,�� ’ �‘任� � 分别表示系统第
‘
年的投入与产出

。

由文 【�� 之 � �〕知

。 本文 �”�年 � 月 �。日收到
,

属国家自然科学基金资助项目
。
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�妙
� ‘’一 ��

‘、
了� �任 � �

若
� 任�

�

使 护
‘ ”扮尹

,
�

。�即生产是增长的 �时
,

我们拿出产出高地投入的增量的
。 �。

� �镇 �� 倍作
一

卜一年 �竿
� � � 年 �的投人 ��’� ” ,

余下的 ��’
� ‘’
一 � �’� 作为当年 �

�
年 �的最终消

费
,

据此可得下面的模型
�

模型 � 设 � � 。� �
,

若
�
于 �

,

使
� “� ” � �“, � �

,

则
,

尹
一

于’

份 “护 ��
�一 �

“ �
� ��

�

� �

此时第
。
年的最终消费为

� �‘� ‘’一� �
‘� ”一 ��一

� � � �
‘斗” � � ��

‘, � � ��
�

� �

下述本文所需的基本引理
�

引理 �
�

�仁�� �� � � � �� � �一 �� � �� � ��、定理 �若 � 是非负不可约方阵
,

则

�� 存在正特征根 �称为 � 的最大特征根 �入使得对 � 的所有特征根 入
,

都有 �划 《从�

任� �
。

��� �对应于 入的右
、

左特征向量 �称为 � 的最大特征向量 �
� 、 �
是正向量

,

即
� � �

, � �

�
,

且若不计正常数因子
, � 和 � 是唯一的

。

��� ��人是 � 的特征方程的单根
。

引理 �
�

� 设 � 沫 同引理 �
�

�
,

且 人� �
,

则

����一 � 可逆
。

����若 � � 一 �
,

则
� 护�

。

证明 由引理 �
�

� 易证
,

故略
。

引理 �
�

� 设 入�� 任 � 、琏 � 的全部特证根
,

�
�

和 �
�
�� 任� �分别是相应 入 的右和左特

征向量
, 。

� 。
,

�一� 可逆
,

众时总记 � 二〔试 �一 � ��二
一’�

,

则下列条件等价

��� � �
,

� 入�
� ,

�〔卜

���� ��
�

�
入

� ��一入�
�

、 ,

�于�
。

对于左特征向量 �
、,

有完全类似的等价性
。

证明 由于证明过程简单
,

故略
。

推论

应
�

入� 佑

在引理 �
�

� 的条件下
,

方阵 � 与 � 的全部特征根 入� 和 件 �� 任� �可建立一一对

入
�

,
、 ,

� 一 � 犷
� 一气丁刃 , �匕 工、

� 气� 一人夕

设入引理 �� �

��� 拌�

� 认
、

� 和 � 同引理 �
�

�
, � � �

,

先� �
,

则

不士丽 �此
’�寸总记 。

乳

� ��一 入�
是方阵 � 的实特征根当中最大的单的特征



中国管理科学

根�
。

���� � � 一 拌�
,

�
� � 一 拌�

�

证明 由引理 �
�

� � �
�

� 理 �
�

� 易证
,

故略
。

引理 �
�

� 设 �
,

入同引知 �
�

�
,

若�
� 任�

, ,

有��
�

�� 和 ��
�

�� 式成立
,

则�
。任

有 �
‘

�‘
� , 一� ‘

。, 。

证 明
�

注意到
� � �

,

由��
�

�� 式可解屈 ��’
� ” ,

再将其代入 ��
�

�� 式
,

由 � 的定义 �见引

理 �
�

� �可得 �’�
“, 一 �“ , �� 。任� �

,

据此递推得到 珍� ‘
。, � �‘� , �� 。任� �

。

�
�

基才定理

本节将结合类似于文 � �〕� 「�〕的墓本定理及其经济解释
,

这一节是本文的中心内容
。

定理 �
�

� 设 � 是非负不可约方阵
,

入和 �
分别是 � 的最大特征根和最大右特征向

量
,

入� �
。

对于模型 �
,

若 � ‘� ,

� �
,

但 � ‘。’护 � ,

则存在正整数 与使
� ‘,� � ‘’一� “

。,
有负分量

。

证明 由引理 �
�

�
、

引理 �
�

��   !
、

引理 �
�

� 及引理 �
�

�
,

利用矩阵 � 的若当标准型
,

类

似于文〔� �定理 �
�

�� 推广的基本定理 �的证明过程可获证
,

由于证明过程太长
,

此处略去
。

下面先明确一个概念
,

然后据此给出定理 �
�

� 的经济解释
。

若有下式
�

� “� ‘, � � “, � � �� �任L ) (3
.
1 )

成立
,

则称相应模型 I的生产系统 I不失去平衡
,

否则称生产系统 I是失去平衡的
。

定理 3
.
1的经济解释

:
若初始投入向量 y(0) 不按 A 的右最大特征向量 U 来安排

,

则生

产系统I必须失去平衡
,

换言之
,

要想生产系统 I不失去平衡
,

初始投入量 y(0) 必须按 A 的

右最大特征向量来安排
,

即有下面的推论
:

推论 3
.
2 对于模型 I来说

,

若
x“+ ”妻y ‘

·,
( Y

。任L )
,

则必有 y
‘。,

=
、J

。

4

.

再论生产系统 I不失去平衡的条件

本节在第三节定理 3
.
1和推论 3

.
2 的基础上

,

进一步讨论生产系统 I不失去平衡的

条件
。

定理 4
.
1设 A

、

入
、
u

和
a
同定理 3

.
1

,

又 y ‘
o ,

> o
,

则 y
‘o ,

=
u
是(3

.
2)式成立 的必要条

件
,

但不是充分条件
。

证明 由推论 3
.
2 可知 y(0) 一

u
是(3

.
1) 式成立的必要条件

.
下面举例说明yfo) 二

u
不
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是 (3
.
”式成立的充分条件

。

取 A ~
1

4 1 1
)

,

则 A 美查非负不可约的
,

因 久 1
一万

’
u 一

1)
T ,

取 y
‘。, 二 。, ,

x ‘, ’: (

专
,

誓
)’万,

则有 A
X(1)一 y(。)

,

但
X(1)一 y(。)一 (一

号
,

号
)了龚。,

证毕
·

定理 4
.
之 设 A 沫

、
u 和 。

!司定理 3
.
1

,

又 y(0) 一 u
,

考虑模型 I
,

则 A 可逆是(3
.
1) 式成

立的充分条件
,

但不是必要务件
;
特别当 A 可逆时有

,

考虑
‘一 0

·

由(2
·

l ) 和 (4
·

2
) 式有

x‘, ’一A 一 ‘
y
‘。, 一犷

’
y
‘。,

> y ‘
“, ,

又显然 y
‘。, 一 ;

。
y
‘。, ,

再

据模型 I可知

y(k斗 ’)
=

a
(
x (k + ”一y (

k)) = 拼一 k一
‘
y
(。,

据此再由(2
.
1) 和 (4

.
2) 式有

x(k+2)一 A 一 ly (盏+
l )一拌一卜

IA 一 ’
y
( 。)

= 拌一 k一 1入一 y (。)
)

y
( k + 1 )

即(3
.
1) 和(4

.
1) 式对

。一k 十l也成立
。

因此 A 可逆是 (3
.
1) 式成立的充分条件

,

且 A 可逆

时有 (4
.
1) 式成立

。

一一a),

..土11月.上, .人

一~
。
认 ,

. 、

、
~

‘

~ ~ 一 。
, _ . 、

一一 一
*‘ * ,

~

,
,
二

~
‘

1

,

r 四带侧祝明 八 月理刁、足 戈小 1 )八脱业阴必安佘什
:
联 八 ~ 下

~
气

O

3
。 , 、

—
,

吸11 ^ -
4

一 ’

-

,
u 一 (1

,

1 )

T ,

而 y ‘
。, 一。 ;

令
x “+ ‘, 一 3 (要)

【

y
‘。, ,

y
‘·,

-

乙

(

晋
,
·

y
‘。) ,

则 (2
·

1
)

、

( 2

.

2 ) 和 (3
.
1 )式

l一3

对任意的
。任L 都成立

,

但 A 不可逆
,

证毕
。

推论

证明

4
.
3 设 A

、

入
、
u 和 a 同定理 4

.
2

,

且 A 可逆
,

y (0) 一u 是 (3
.
1) 式成立的充要条件

。

由定理 4
.
2 和推论 3

.
2 显然

。

推论 4
.
4 设定理 4

‘

2 的条件成立
,

则可逆是(4
。

1) 式成立的充分条件
,

但不是必要

条件
。

5

.

最大最小原则

这一节将给出相应 卜摸型 I 的类似于文「1〕和「2〕的最大最小原则
,

其作用与文[2」所

谈的相同
。

由于它的证欢过程完全类似于〔2]的最大最小原则的证明过程
,

故略去证明
。

定理 5
.
1 设 A

、

久和 u 同定理 3
.
1

,

又 y(0) > 。
,

考虑模型 I ,

则有

1llaX nlln
, 《‘)

>
0 1‘i‘

n

x
荟

,
+ , ’

l

y 荟
‘, 一 入

且上述最大值当且仅当
x “+ ”

= p
“, u ,

y
“, 二邓

‘” u
时取得

,

其中 p
“ ,
是与

。
有关的常数

.

6
.
正特征向量法

本节在前面的基础上
,

在 A 可逆和不可逆的条件下
,

分别给出相应模型 I 的类似于
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文〔l〕和文〔3」的正特征向量法
。

6. I A 可逆时的正特征向量法

以下分三段来叙述
:

(1) 由定理 4
.
1 可知

:
为使生产系统 1 不失去平衡

,

即(3
.
1) 式成立

,

生产的最初投入

向量 y
‘“,只能按 A 的右最大特征向量

u
来安排

,

并且仅仅安排生产是不能保证(3
.
1) 式成

立的
。

( 注意由引理 2
.
4 知

u
还是 B 的相应于实特征根当中的最大正特征根 拜一

的特征向量
,

这一点体现了华老文「1〕提出的正特征向量法的思想)
。

(2 ) 若进一步要求A 可逆
,

则由定理 4
.
2 可知

入

a ( l一入)

当 y(0) =
u
时必有(3

.
1) 式成立

,

即生产系统 I不失去平衡
,

且有 (4
.
1) 式成立

,

进而有

‘、声
‘、少、、声、.声、声宜

1二,臼JOJ任二」
..

…
一
b
户O
丹
b
�卜U月
b

‘了、了.气Z‘了、‘了x (
‘
+ l )

= 入一
l
y
‘

y
(
‘
)
= 拜y (

‘一1 )
= 拌一

‘
u

x (
‘
+ 1 )

= 拌一 lx
‘

= 拌一
‘

入一 l u

x (‘+ 1 ) 一y (
·
)
= 料一 ’

(
x (

‘
) 一 y(

‘一 ’)
) = 拌一

‘

( 入一
‘
一 l )u

x (‘+ , ) 一y (
‘
+ 1 )

= 拌一 ’( x (
‘
) 一y (

‘
)
) = 拼一 ‘

( l 一
a
+
a入)入一

‘u

其中(6
.
1)

、

( 6

.

2 )和 (6
.
5)三式中的

:任I
一 ,

其余两式中的
。任L

、

{
o

}

。

上面五式的经济含义分别是
:
表示了投人与产出

、

相邻两年的投入
、

相邻两年的产出
、

相邻两年的净 产出及消费之间互为倍数关系
,

且它们都是初始投入 y(0) ~
u
的倍数

。

, _ 、

一 ~ ~ 一 入 , ,
. , ‘

,
,

1

、 _ , 、 _
一

_ . 、 _ _

~ 一
.,
一 、

二
二

,

。 ~
( 3) 若再要求六(

a< min( 1
,

则二气)
,

拼一’
) 1

,

且 1一
。
+ 以> 0

,

因而生产系统 I是平、
-

一

同
’

J

一 , ’

1

一
^

、
-- -

一
”一

、 一 ’ 产 ’‘

1 一 入
‘ ’

厂 一
一 ’

一
- 一

’
一”一 一 ’

~

” 叼

一
尹

… , “ 一

~

’

衡地向前发展的
。

6

.

Z A 不可逆时的正特征向量法

定理 6
·

l 设 A
、

入和
u
同定理 3

.
1

,

y
‘0 ,

=
u 。

当 y
‘! ,

(
:任L )是

、、 。
j 正数倍时

,

要求
x “+ ”

(
:任L )也是

u
的正数倍

,

则有(3
.
1) 和(4

.
]) 式成立

,

进而有(6
.
1) ~ (6

.
5) 式成立 ;若进一

.
。

~ 一 人 ,
_ . , _

1

、

~ 二
,

一 一
,

一
_
~ ~ _

,
_

~
, , 、

~

, ,

步需求六成
。
< m in ( 1

,

一
下
)

,

则生产系统 I是平衡向前发展的
。

一
’.“ 一

J ’

1

一

入 、
-- - --

一
“ 一 ’

1 一 入
‘ ’

2 、 “

一
’

~
口。

一

~

‘

囚
’一 J ’

八
~

‘

氏 H
J 。

证明 首先据 A
、

久和 u 的含义有下述易证的结论 (这是证明过程的关键依据)
:

若 A
x= y

,
x 一au

,

y = b
u

,

则
a久一b (6

.
6 )

(这里
a 和 b 是两个任意常数)

,

据此也可用归纳法证明本定理的结论成立
:

由于 y
‘o ,

=
u ,

据题意可设
x‘, ’

=
a ‘, ’u ,

a “ ’
> o

,

由(2
.
1)式有 A x

“ ’
~ y ‘

。, ,

再由(6
.
6)式

有 a(l
’入一 1

,

再注意到 入< 1 可得
x(l)二 入一 ly (0 ) ) y (

0 ) ,

y
r o )

= 拌一 。
y
( o )

由此可知
。
= 0 时

,

(3

.

1) 和 (4
.
1) 式都成立

。

设
‘
( k 时

,

(3

.

1) 和 (4
.
1) 式都成立

,

因而有
x‘“+ , ,

= 沃一‘料一k y ‘。
,

)
y

k
,

y
‘卜,

= 拼一k y ‘。, ( 6

·

7
)

据(6
.
7) 式中的第一式及模型 I有

y(k+l)= a(x(k+’)一y ‘k ) )

再由(6
·

7
) 式中的等式

,

并注意 ;
‘一” 一a (入

一 ’一 1)有 y
‘k 十 ” 一杯‘k + , , y ‘

。, ,

由题意可设 x
“+ , , 二
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a‘七+ , ’u ,
a ‘k + ”

> o
,

再 由结论(6
.
6)有

a‘k+ ”一入‘一 ‘’拜
一 ‘k 十” ,

注慰到 人‘一 ‘’> 1 可得

x ‘k + 2 , 一犷
1”一 ‘让

一

‘
一

”y (
0)
> y

‘卜+ ” ) ,

y
( k + ’)

一拼一 (
k + ’)

y
( 。〕

因此当
:一 k +

一

1 时
,

( 3

,

l ) 和(4
.
1)式成立

。

综上述
,

( 3

.

1) 和 (4
.
1) 式戎立

,

由此及 6
.
1节的讨论知其余的结论自然成立

,

证毕
。

注 由于对直接消耗阵 A 的要求大大减弱
,

因而上述的正特征向量法具有普遍的应

用范围
。
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