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多目标线性规划的一种新的几何解法

马 深
北京经济学院信息系 北京

摘 要 作者在「」中
,

提出了一种线性规划的新解法
,

在 幻中又提出了一种关于求

解麟性不等式组 成 的构造性新解法 在本文中将〔〕
、

〔 中的方法用

于多 目标线性规划
,

得到一种求解多目标线性规划的新的几何解法
。

同时得

到了在多 目标线性规划中推广了的 一 原理
。

得到主要定理如
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本文的目的在于制造一套新的求解 声 的算法
,

无须用任何繁复的单

纯形表格
。

只须从一个单目标线性规划的最优解出发
,

即可逐次求出所有有

效 极点
,

然后再求其整个有效解集
,

本文应用了文献〔」〔〕中的大量例题
,

以便于参照对比
。
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圣 符号及其某些说明

对于摘要中的多 目标线性规划第 个 目标函数在可行域
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,
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镇
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上求最优解
,

即构成了一

其最优解记为 匀
,

倘若 的最优解不唯一则其最优解集记为 匀 或
, 。

本文沿用了文献 〕〔」中的许多符号
,

不在重复说明
,

其思想与文献「〕〔〕也是一

脉相承的 而最根本的特点在于推广了 犬
“ 一 战 原理

。

圣 具有两个目标函数的规划问题

为了便于阐明新概念与新原理及其它们的应用
,

我们首先是研究两个目标函数的线
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,
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在上述假定下
,

我们有下述定理
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定义 2
.
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,
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:

(‘ g ) 一 0 1 一 1
,

2

,

…
,

l

则称此方向矢量 g 为多目标线性规划问题的目标函数族的等值方向
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下面研究几个例题
,
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例 1¹

、一z 一
(互:)

一

(少
2
几
‘

) ( : :)

( 1 2

蕊 3

) 0



中国管理科学
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解 引进符号
:
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,
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,
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第一步
:
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,
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:
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有
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,
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: ~
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,

有
:

5
.
2c,
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臀
+5。
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3x )镇 b:且 又~ 10 /7

,

得到 几
3
二 (0

,
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‘:

有
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3,
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,
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,
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这里 A : = {x }x = (10
,

0
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,
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, 2 一 <二 .
二 一 (馨

,
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, ( 一 6
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[ 了
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碧
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下面我们来解例题 (3)
,

这里用到文献【幻 中的构造性解法
,

可以得到极其鲜明的几

何形象
。

例 3¹

XXX

一0
材“Z

_
{
z!
)
_
{

\2 21 \

+ x Z +

一 2 一 1

一 1

2二: 成 3

,目夕目蕊成XX两几

+一 X l

xi ) O
,

j ~ 1

,

2

,

3

解
,

引进符号
:

c; = (一 2
,

一 1
,

一 3 )
,

c :
= ( l

,

一 1
,

0 )

a ;

= ( 1

,

l

,

2 )

,
a :

= (
0

,

l

,

一 1)
,
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,

1

,
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a 一
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,

0

,
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,
a s

= (
0

,
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,

0 )

, a ‘
= ( 0

,

0
,
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第一步
:
求第一个目标出数所对应的线性规划问题

,

得到其最优解
,

为
:

右
,

= 乞
。。二 (00

,

0 ) 且有
c; = Za

‘

+
a 。

+ 3 几

第二步
:
从 x
:3
处展开

c: ,

有
c: = 一 a.

+
a‘

第三步
:
计算

e,

+ &
2

= ( z 一 古)
a‘

+ ( 1 + 占)
as

取 古= 2
,

有
:e,

+
e :

= ( 2 一 古)
a ;
+ (1 + 占)as + 3凡

取 占= 2
,

有
cl + Ze: = 3a: + 3ab

令 hs
。
= 士 a: x 儿 其正负号由关系式(a

。

hs

。
)

<
。决定

,

求出气
。
~ ( l

,

0

,

0)

.

x
.’s
。

出发射线 x.’s
。

+
xh

“
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a:x )( b

:
是起作用约束

,

且 又一 2
,

于是有成
‘

发出射线 x.’s
。
+

x 瓦
。
一 (2

,

o

,

0)

在 xa’s
‘
处重复上述步骤

,

有
‘:

~
a :

+ 2a
:
+ ab 故知 心 ~ x a’ss

R 二= {x !(x = (o
,

o

,

o
) + 又(1

,

o

,
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,
0

(
孟( 2 }

附注
:
以下用文献【2〕中的方法

,

来分析题中的可行域 D
.

取第 l第 4第 5 第 6 不等式约束
,

构成 K 区域记为 K (1
.
4
.
5
.
6)

,

有

++++

一一KM
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O

00

l
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0

0

1

0

一 1
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0

2

0

0

0
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A 1’ = x ;56 = (0
,

0

,

0 )

,

A
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x 1 5 6
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,
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,

0
)

A
:
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.
4
.
5
.
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,
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,

0
)

,

~ A
;

一 X 185 ~

= A 。 = X
l‘s 二

(0
,

0

,

0 )

,

A
s l

= X

Z ‘。
=

( 3
,

0

,

0 )

,

A
s ;

= X

; 2 。
-

( 1

,

2

,

0 )

,

(
0

,

0

,

3
/

2 )

,

A
s 。

= X

1 2 ;
= (

o
,

7
/

3

,

1 / 3 )

引进第 3个不等式约束
,

对 D (l
.
2
.
4
.
5
.
6) 进行切割有

:

(a
3A 12) = 0 < 2

,

(

a :

A

; 2

) = 3
)

2

,

(
a 3

A
6 2

) = 3 / 2 < 2

(

a 3

A
s l

) = 2 = 2

,

(

a :

A

S ;

) = 3
)

2

,

(

a :

A
S。
) 一 8 / 2 > 2

进行表上作业 ;

A oZ ,

肚一2 1

赵礴2 5

况喀2 6

A
s ;

A
s 6

倪 s一1

赵 s一2

况 5一6

A
62

-

A
一2 1

A
s ; , A S‘1

u s 6 2

一 A soZ

u564A 一2 6

,
J几‘‘,一�1‘,二U“U

“5 26

A
x23

A 623 A
12

A
62

以62 1

赵‘2 -

以62 5

= ( 0
,

0

,

0 )

,

A
Za .

= ( 0

,

0

,

3
/

2 )

时乃任舫ulul叭A

有
: A 12:=
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A s一s = A
s - 一 A sz

;
= A sl3 = A s‘-

A
一2 1
一 A as。 = ( 2

,

0

,

0
) A

: 。2

A
一2 6

= X
1 3 5

= ( 1

,

0

,

1 )

共有 6个顶点
,

其几何形状为
:

一 X Zs
.。 一 (0

,

2

,

0 )

=
x , 3 ;

= ( 0
,

l

,

1 )

圣3 一般理论

这一节我们来研究线性多目标规划的一般理论
,

为此引进了一些新概念及新定义
,

这为简化问题是完全必要的
。

圣3
.
1 封闭关系式及骨架矢量组

.

定义 3
.
1 在矢量组{

‘; , ‘: ,

…
,

cl} 中
,

对某个 q 若有下述关系成立
:

从 > 0 1 一 1
,

2.
二

,

P�尹亡从

户

艺间
一一C

C(
j1, , 2

,
.

…j。
C ( 1

,

2

,

…
,

l )

,

则称矢量 “ 是矢量组 {
‘, ,

c : , ‘,
} 中的中心型矢量

定义 3
.
2 若有关系式

万。
·

C * 一 。

‘. 1

这里 片 > 。
,

i 一 1
,

2

,

…
,

q

,

称此种矢量关系式为封闭关系式
,

此时
,

矢量组 c
(i1, j

:

…
,

、的秩

称为该封闭关系式的封闭秩
。

又若该矢量组 c (j
;,

j

Z
,

…
,

j

,

) 的封闭秩等于 q 一 1
,

则称此

封闭关系式是质封闭关系式
.

引理 3
.
1 二个封闭关系式之和仍是一封闭关系式

,

若二个封闭关系式的封闭秩分别为
r,
及
r:
式

,

若此封闭关系式之和其封闭秩为
r ,

则有
r
成
r: + r:
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反之
,

若有一个封闭关系式习、
·
“ 一 “ 、 > “ ‘一 l

,

“
,

一 ‘
,

其封闭秩小于 ‘一

1
,

则此封闭关系式至少可表示成二个不同封闭关系式之和
。

定义 3
.
3 公 中

,

矢量组 (
‘; , ‘2 ,

…
,

cl) 内若含有封闭关系式
,

在矢量组 (c;
, ‘2 ,

…
,

c :

) 中所

有可能的封闭关系式中最大的封闭秩
,

称为该矢量组 {c
:,

q
,

…
,

cl) 的封闭秩
。

若矢量组

(
‘; , ‘: ,

…
, ‘:

} 的封闭秩为
n ,

则称该矢量组 (
‘: , ‘: ,

…
,

自} 是满秩封闭的
。

引理 3
.
2 公

,

若矢量组 {
‘, , ‘2 ,

…
,

c,} 满秩封闭的
,

对任一非零矢量
r 必有

c‘
及

‘, 使得

(ci r) > 0
,

(
‘ r ) < 0

成立
,

这里(ci 及 c) 属于矢量组(
‘、,

q

,

…
,

cl}

定理 3
.
1 在线性多目标规划问题 (1) 中

,

若 目标矢量组 (
‘; , ‘: ,

…
, ‘,

} 是满秩封闭的
,

且 D

笋 必 则 嵘 = 尺二 = D
.

引理 “
·

3 若目标矢量组仕
; ,

c Z
,

…
,

c,} 内含有满秩封闭矢量组艺。。 一 。
,

、 > 。
,

‘一 l
,

2

,

‘= l

…
,

k(
k

< l) 则对任一矢量
‘, ,

(,’ 任 k + 1
,

h + 2

,

…
,

l) ci 必是一中心型矢量
。

若矢量组 {
‘; , ‘2 ,

…
,

“} 内不含有满秩封闭矢量组
,

根据 Fa
rka : 引理

,

矢量组{
‘1 ,

c Z ,

…
, “} 可以划分成两个互不相交的部分

,

一部分是中心型矢量
,

另一部分是非中心型矢

量
。

定义 3
.
4 矢量组 {

‘1 , ‘2 ,

…
,

动 中
,

若不包含满秩的封闭矢量组
,

则可将矢量组{
‘: ,

‘: ,

…
,

c,) 分解成互不相交的两部分
,

(

‘; , ‘: ,

…
,

c,) 中的中心型矢量组为 c 行
, , ‘: ,

…
,

cl}

,

{

e , ,

q

,

…
,

cl
} 中的非中心型矢量化为 B {

e, ,
c Z

,

…
,

白}
,

B {

c : ,
e Z

,

…
,

c :

} 称为矢量组 {
e, ,

c Z ,

…
,

cl
} 的骨架矢量组

,

显见有

C {:
, , ‘2 ,

…
,
自
} U B {

‘: , ‘2 ,

…
,
自
} ( p 镇l) 则下述线性规划(多 目标)称为多目标线性

(4
.
1)

xl燕几…

一一
·
:

1121川
C‘‘

了

l

ee

es
..
.
eese
l、

XX
H

(cl
(cz
…(c.

规划的相应的骨架问题
:

!
Z ,

_
} Z

,

M

axZ

一
}
:
-

LZ
户

J

( 久 k ) 镇 b
,

= l

,

2

,

…
,

沉

‘月
’ . “

‘加

十 n

定量 4
.
2

,

线性多目标规划(1
.
1) 与(4

.
1) 有相同的 R声及 尺益

以下我们研究线性多目标规划问题
,

可仅限于研究〔3
.
1) 型问题

。

芍3
.
2 基本定理及原则

定义 3
.
6 若有下述关系式成立

又, ‘
,

+ 人
e‘:

+ … + 又,

嘟 = 产;eil + 热c,7 + … + 产, e 护

这里 人> 0 1 ~ l
,

2

,

…
,

P 从 > 0 1 = 1
,

2

,

…
,

q

,

且 2墓 P + q 成
n + 1称这种关

系式为 M 一K 一T 关系式是 K uh
n 一 T uc ke

“
关系式的推广

。

在 公 中若上述 M 一K 一T 关系式满足下述条件

(i) P + q = n 十 l

)Sa
nk {气

,

‘2
,

一
e、 ,

a j , ,
a i Z ,

一
a、} 一

M 一K 一T 关系式是满秩的
,

否则称此

7 假定 尽,
·
* 一 凡

,

U
凡
2
…气 U D

,

M 一K 一T 关系式是降秩的
。

(l 提 q 提 n) 是 D 区域旧的一个
n 一 q 推边

(t’l’此
.
3.

称义则定
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界面
,

同时又假定有 M 一K 一T 关系式成立

坛
,

+ 认 + … + 凡气 = 热c,l + 热 cj: +
’

“
+ 巧 cj,

则称 尽
1
iz’

·

、是一个 M 一K 一T 关系式是满秩的
,

则称 Bi
:
、

,. ·

* 是一个满秩的 M 一K 一T 型

块
,

若上述 M 一K 一T 关系式是降秩的
,

则称 Bi li,.
”
* 是一个降秩M 一K 一T 型面块

。

引理 3
.
4 若有 M 一K 一T 关系式

:

又, , e ,

+ 几Zc: + … + 凡
e,

= 产:e ; + 八e: + … + 巧e,

P + q >
”
+ l

,

则必存在另一个 M 一K 一T 关系式

人‘;
+ 凡“:

+ … + 人气 ~ 产: ai
:
+ 八 气 + 一 + 从 ci,

这里
r + :成

n + 1
。

(!’:
,

1
2

,

一
,

t’r) C (1
,

2

,

…
,

P )

( j

;
,

j

:
,

…
,

j, ) C (1
,

2

,

…
,

q
)

定理 3
.
3 满秩的 M 一K 一T 型面块 必属 于有效解集 即 尽

,

,j2. ..k 仁 R声
,

降秩的

M 一K 一T 型面块必属于弱有效解集
,

即 马
,
.

, ..k C R 二

证明
:
为表达方便

,

同时也不失一般性
,

我们用下述 M 一犬一T 关系式
,

及 尽
2一”,
表示

M 一犬一T 面块

又
Ic :
+ 人

e:+ … + 心
e,

= 产la ; + 热a
:
+ … + ILp

,

P +
叮>

n
+ 1

,

Sa

n
k

{

e l ,
c

,

…
,

e , ,
a ;

,
a :

,

…
,

a9 } =
n

这里 入> 0
,

i = 1

,

2

,

…
,

P 八 > 0 1 = 1
,

2

,

…
,

叮

若为甲是 尽卜
.
。

上的任意一点
,

在 甲上任取一可行方向
r ,

则必有 (ai r) ( 。
,

j ~ 1

,

2

,

…
,

q

,

用
r
对(

,
) 式两侧作内积

,

有
;

孟
,

(
c , r

) + 人(
e r) + … + 凡(

e, r
) = 产:(

a : r
) + 热(a Zr ) + … + 产,

(
a , r

)

推知
:

又:(
e l r

) + 人(
c:r) + … + 凡(今

r
) ( 0

若 (a
,

r) 成 。 i 一 1
,

2

,

…
,

q 这 q 个不等式中
,

有一个不等式严格成立
,

则有

又
:
(
c : r

) + 人(
c:r) + … + 凡(今

r
) < 0

若 (
a;r)成 0 1= 1

,

2

,

…
,

口
,

则由San k{
e, ,

q

,

…
,

c , ,
a : ,

a : ,

…
,

a’} =
n
知 (
c‘r

) ~ 1 1 = 1

,

2

,

…
,

P 不能同时成立
,

即必有等个 (‘ r) > 。同时有某个(众
,

r) <

,

这里 m
,

h 任 (l
,

2

,

…
,

q) 同时保持下式成立

又
;
(
el r

) + 又2 (e
Z r ) + … + 凡(

e, r
) = 1

所以 丫泞任 尽卜
。

则必有 泞任 R 几

所在 几2...
,

仁 R 二

若 Sa
nk{e:

,
c Z ,

…
,

e , ,
a , ,

a Z ,

…
,

气 ) 二 n 知(
e‘r

} =
n

,

则可能有某个非零矢量
,

使(
c.:)= 0 1

= 1
,

2

,

…
,

g 成立

所以 V 泞任 尽卜
.
,

则必有 甲〔称
故 B1

2一 ,

C 几
沪

定理 3
.
4 不是 M 一K 一T 型面块的

岖
域的任何一个

” 十 q维连界面 Bj
,

,

iz..

” .

、 既

不属于 嵘 也不属于凡
户。

证明
:
不失一般性

,

假定 B
12…。
是 D 的一个

n 一 q 维连界面
,

由于 尽2..
。

不是 M 一K 一T 型面

块
,

所以在下述关系式中

又
,

+ 几
2
十 … + 礼

c, 一 从a
,

+ 热a
Z
+ … + … 十 八乌有下述三种情况且必发生其一

:

(l’) 片 > 0 1 一 l
,

2

,

…
,

q 中至少有一个是负数
,

不 又
,

<
。
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(t’t’)从 > 0 1 ~ 1
,

2

,

一
,

q 则 产:
,

八…八 中至少有一个是负数
,

不对使 巧 < o

(ii t’) 入> O j ~ 1
,

2

,

…
,

P 有正有负
,

同时 声 i~ l
,

2

,

一
,

q 中亦有正有负
。

下面分情况讨论

在情形(l’)
,

已知 几
,

<
。

,

假定 凡 > 0 令
r
二士 (介 x ‘:

x … x ‘, 一 ,
x

a ,
x

a Z
x … x

a’)
,

r

的正负号由(c r) > 0 决定
,

由于(a r) = o
,

i 一 1
,

2

,

…
,

q 成立
,

对任一个 甲任 尽2..
,9

取 甲一 r
有 (弓)

,

甲+
r
) > (

e;,

甲r) (cl 刃 + r) > (今刃
r) (c]

,

甲+
r
) = (自刃) j = 2

,

3

,

一
,

P 一 1 所以

甲告 R二同时甲去嵘
.’. 凡 优 R二 凡 优 双命 汾

情形 (t’i) 已知 人 < 0
,

不失一般性可假定 八 > o

令
r ~ 士 (c : x ‘3 x ,.. x ‘一 1

x
a ;

x
a :

x … x ag 一 1 )
,

其正负号由关系式(
: r) > 0 决定

,

由于 (
elr) > 0

,

可知(
a。 r

) <
o 从定义知 (久 r

) = 0 1 = l
,

2

,

…
,

g 一 l
。

V 甲e 几
2… ,

有(c
, ,

甲+ 约 。 (‘
, ,

妇且
r
是一可行方向 同时(c

,
r) ~ o

,

j ~ 2

,

3

,

…
,

P 有(白刃 +
r) 二 (勺

,

势) j ~ 2
,

3

,

…
,

P 一 1 故 刀去R二同时 夕去凡
,

故 尽2.. ,q 优 嵘 尽
2。
必 凡

户

( t’it’) 中(i )( il’) 中任何一种方法都可以证明同样的讨论
。

证 毕

定理 3
.
4( 基本定理)对于多目标线性规划问题 (3

.
1) 所有的满秩 M 一K 一T 型面块之和

集构成 尺二
。

所有满秩及降秩的 M 一K 一T 型面块和集构成 凡
户 。

;
4 算法及程序

下面我们来归纳上述新理论提出的新方法
,

分两大部分
。

第一部分
:
研究摘要中的问题的目标函数矢量族

:

{e;
, e :

,

…
,

cl
}

( 1o ) {c

: , ‘2 ,

…
,

c :

} 中有满秩封闭矢量组
,

且 D 护 必则有 R二~ 凡
户 一 D

,

计算到此结

束
。

(2

。

) {

‘, , ‘2 ,

…
,

cl
} 中不含有满秩封闭矢量组

,

寻求丈
‘; , ‘2 ,

…
,

cz} 中的骨架矢量组

B {e;
,

c Z
,

…
,

cl
}

,

假定 B {
e;,

c Z
,

…
,

e ‘
} 一 {

el ,
c :

,

…
,

‘ }
,

这里 P 镇 l
,

转而求解多目标线性规

划问题(3
.
1)

第二部分
,

求解多目标线性规划问题 (3
.
1)

第一步
,

先求一个 (单目标) 线性规划的最优解
,

不失一般性先求第一个(单目标)线

性规划的最优解 M ax z
,

~ (c
l

x)

( 久 x ) 攫 认 i ~ 2
,

…
,

, +
n

假定其最优解为 打
,

若最优解不唯一
,

则假定最优解集为 M
‘。

第二步
,

勺 h 泞
,

到 (c,
‘
x) 为目标的线性规划最优解 匀线 M

,
的通法

,

或称为先求出由

匀 到 匀 或 M , 的一维 M 一犬一T 型面块
.

若第一个线性规划最优解是 M
I ,

则从 M
、
上的各个顶点求到达 旬 或 M

,

的一维

M 一犬一T 型向块
。

第三步
,

求 2 维至
n 一 1 维各种可能的M 一犬一T 面块
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最后由从 o 维到
n 一 l维的满秩 M 一K 一T 型向块构成嵘

。

由从 o 维到
n 一 l 维的满秩及降秩的 M 一犬一T 型面块构成凡

户 。

圣5 讨 论

上述方法的使用文献【3〕〔4」中单纯形参数方法要简捷直观
.

当然在进一步详细讨论 M 一K 一T 关系式方面还有许多工作可以深入做下去
,

本文

限于讨论到此打住
。

参 考 文 献

【1〕 马 深
,

线性规划的新解法
,

数学学刊
,

1 9
87

,
P

53 一77

【2」 马 璨
,

线性不等式组 Ax 夏
b 的一种新的构造性解法

,

系统科学与数学
,

1 1 ( 3)

,

19 91

,

P 2 7 2 一283

〔3〕 M
.
Ze le
ny ,

L i ne ar M ul
t

i
o

bj ec d
v e

Pr

o g r a
m 而雌

,
S 阿in ger

.
V esl

ag ,

玫
rlin ,

1 9 7 4

〔4〕 Po 一 L
u
飞 Y

u ,

M al ti p l
e 一
Cs
ile si a触溢so

n
M
a拓飞 。nc

epts tec hni ques and Exten溢o n s
·

p l

e n u

ml 黔
,

N
e w Y or k

an d L
o n

d
o n

1 9 8 5

[ s] 张建中
,

许绍吉
,

线性规划
,

科学出版社 1990
。


